SUR LES ESPACES (F) et (DF) (*)

Par ALExaANDRE GROTHENDIECK

INTRODUCTION
1. Sujet.

Le présent article a été inspiré par le travail fondamental [3](")
et a pour principal objet la solution des questions posées & la fin
de ce travail. Pour ne pas trop allonger cet article, nous ne don-
nerons pas, ici, divers prolongements intéressants aux questions
abordées. Un article ultérieur contiendra une étude des espaces
limites inductives généralisées d’une suite d’espaces (F) (espaces
qui semblent bien plus fréquents en pratique que les espaces (LF)
considérés d’abord dans [3 ]) avec des applications & divers espaces
fonctionnels introduits par L. ScmwarTz. L'essentiel du § I du
travail présent a 6té annoncé dans une note aux Comptes-Rendus
[4] @®.

Le § I contient une étude systématique des espaces duals forts
d’espaces (F), ou plutdt des résultats positifs de la théorie. Une
propriété fondamentale de ces espaces, et qui peut servir de base
& la plupart des propriétés ultérieures, nous ameéne & introduire
un nouveau type d’espaces, les espaces (DF) (théoréme 1 et défi-
nition 1) comprenant, en plus des duals forts d’espaces (F), les es-
paces normés et les limites inductives (au sens le plus général) de
suites d’espaces normés. La plupart des résultats de ce paragraphe
sont applicables aux espaces (DF) généraux. Parmi les résultats
intéressants, citons: le théordme 1 et ses corollaires, en particulier
le bidual fort d’un espace (F) est un espace (F); le dual fort d’un

(*) Manuscrito recebido a 12 de dezembro de 1952. .

(1) Les numéros entre crochets renvoient 4 la bibliographie placée a la fin de cet article.

(2) En attendant la publication des démonstrations des résultats annoncés, ceux-ci ont 66
démontrés de nouveau (et indépendamment) par B. Donoghue et K. T.,S.mlth (ses démonstra-~
tions se trouvent d'ailleurs étre identiques aux miennes.) Il retrouve d'ailleurs la prop. 4 de

-cet article (qui n'était qu'implicite dans ma note) et donne un cas particulier du théoréme 10
pour E réflexif).
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58 ALEXANDRE GROTHENDIECK

espace (F) distingué est bornologique (®); un espace (DF) dont les
parties bornées sont métrisables est tonnelé (4), ce qui donne une
condition des plus commodes pour décider p. ex. qu'un espace (F)
donné est distingué; le théoréme de dualité usuel qui donne le dual
d’un sous-espace vectoriel F d’un espace F est vrai quand F est
un espace (F) distingué (th. 7). Au N.° 5, nous appliquons certains
de ces résultats aux espaces (LF).

Le § II donne des contre exemples divers. ~ Les trois premiers
numéros donnent des contre exemples pour toutes les questions dans
[3] qui ne sont pas résolues par affirmative dans le présent travail.

Tous ces exemples sont pris dans le champ des “espaces parfaits”
de M. G. KStue ([9] et [10]), espaces qui par leur maniement
commode semblent particulierement bien adaptés i de tels usages.
Nous n’avons eu, en partie, qu’a reprendre avee quelques modifica-
tions des constructions déja faites par cet auteur 3 des fins diffé-
rentes. L’exemple du N.° 1, donnant entre autres un espace (F)
non distingué, est essentiellement dd 4 M. Kéruz, qui a bien voulu
me permettre de le publier ici.
. Au § IIT nous introduisons deux nouveaux types d’espaces, les
“espaces quasi-normables” et les “‘espaces de Schwartz”, en con-
nection avec la question 12 de [3]. Pour les espaces (F) qui sont
des espaces de Schwartz, les théorémes de dualité usuels sont tou-
jours vrais. De plus, ces espaces forment une classe remarquable-
ment stable pour les opérations courantes. Pour finir, nous don-
nons une liste de questions non résolues.

Je suis heureux d’exprimer & M. J. DieuponNE toute ma recon-
naissance pour Pintérét qu’il a pris dans mes recherches, et le soin
avec lequel il a bien voulu lire le manuscrit de cet article et des
précédents, et en améliorer la rédaction; ainsi qu’as M. L. SCHWARTZ,
auquel je suis redevable pour la plus grande partie de mon initia-
tion & P’Analyse Fonctionnelle. Enfin, j’adresse & M. N. Bour-
BAKI tous mes remerciements, pour m’avoir accordé I'avantage de

(3) Voir plus bas dans I'Introduction pour la terminologie.

(4) Ce fait, apparement déja connu de BaNacH, se démontre ainsi: on prend dans la boule
unité de H une famille d’éléments (z;) partout dense et on définit une application lindaire con-
tinue de I* (I) dans H par u ( (A)) = Z A; 2. Il est trés facile de voir que ¢’est 1o un homomorphis
me sur, et méme que H g’identifie, avec sa norme, & un espace quotient de I* (I). Noter que
si H est séparable, on peut prendre I dénombrable,

SUMMA BRASILIENSIS MATHEMATICAE, vol. 3, fasc. 6, 1954



sUR LEs EsPACES (F) T (DF) 59

lire son manuscrit sur les espaces vectoriels topologiques, ct pro-
fiter ainsi de la clarté et profondeur de vues, en cette matiére en-
eore, de Dillustre Maitre.

2. Terminologie

Nous suivons de fagon générale la terminologie des “Eléments’”
de N. Boursnaxki. Tous les espaces vectoriels envisagés sont sup-
posés localement convexes, et & leur égard nous suivons pour Pes-
sentiel les notations de [3] et de [2]. Toutefois, nous suivons le
deuxidme de ces articles, contrairement & la terminologie de [3],
en appelant réflexif (au lieu de semi-réflexif) les espaces dont les
parties bornées sont relativement faiblement compactes, et com-
plétement véflexifs (au lieu de réflexifs) les espaces réflexifs et ton-
nelés, i. e. les espaces E tels que Papplication naturelle de £ dans
le dual fort E” de E’ fort soit un isomorphisme sur E”’. De plus,
nous appelons espace (M) tout espace dont les parties bornées sont
relativement compactes; pour les espaces métrisables, cette termi-
nologie coinecide avec celle de [3]. Enfin, Vexpérience montre
qu’ill y a lieu de considérer comme topologie ‘“naturelle’” sur le
bidual E”” de E, non pas la topologie forte de dual de E’ fort (to-
pologie de la convergence uniforme dans les parties fortement bor-
nées de E’), mais celle de la convergence uniforme dans les parties
équicontinues de E’; cette topologie admet un systéme fondamental
de voisinages de lorigine formé par les adhérences faibles (dans
E’"y des voisinages de Uorigine dans E, et elle induit sur £ la topo-
logie propre de E. Sauf mention expresse du contraire, le bidual
E'" considéré comme espace vectoriel topologique sera toujours
muni de cetle dernidre topologie. Quand nous parlerons au con-
traire de E'’ faible, il s’agira bien entendu de la topologie faible
définie par la dualité de E”” avec E’. On notera que la topologie
naturelle et la topologie faible sur E” y définissent les mémes par-
iies bornées, comme il résulte du fait que les parties équicontinues
et faiblement fermées de E’ sont faiblement compactes, donc forte-
ment complites, et du critére de Mackey (mis sous la forme com-
mode du th. 2 de [2]).
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60 ALEXANDRE GROTHENDIECK

E' Conformément 3 [2], Yespace localement convexe E est dit
fonnelé si toute partie faiblement bornée de son dual est équicon-
tinue. Il nous sera commode d’appeler & quasi-tonnelé si les parties
Jortement bornées de son dual sont équicontinues. Ces deux notions
coincident si E est complet (toujours en vertu de [2], th. 2). Si
E est métrisable, E est quasi-tonnelé, mais il peut ne pas étre ton-
nelé s'il n’est pas complet. :

Si-A et B sont deux parties de l'espace localement convexe ¥,
nous dirons que A absorbe B s'il existe un A'> 0 tel que 4 D A B.
E est dit bornologique si tout ensemble convexe cerclé dans & qui
absorbe les parties bornées est un voisinage de 0. Cela implique
que E est quasi-tonnelé (la réciproque étant probablement inexacte).

Soit £ un espace localement convexe, B’ son dual fort; rappelons
qu’un systéme fondamental de voisinages de 0 dans E’ est formé
des ensembles convexes cerclés faiblement fermés U qui engendrent
E’. Dire qu'il suffise méme que U soit seulement foriement fermé
pour étre un voisinage de 0, signifie aussi que E’ est tonnelé, ou
encore que toute partie bornée de son dual faible E’' est équicon-
tinue. D’autre part, un systéme fondamental de parties équicon-
tinues de E” (considéré comme dual de E’ fort) est formé, d’apres
le “théortme des bipolaires” ([3], prop. 1) des adhérences faibles
dans E"” des parties bornées de E. IL’hypothese précédente sig-
nifie donc aussi que toute partie bornée de E” est contenue dans
Padhérence faible d’une partie bornée de E. Nous dirons alors,
avec [3], que E est distingué.

Enfin, nous utiliserons au § I, N.° 1 la notion, introduite dans
{2], d’application bilinéaire hypocontinue u (z, y) d’un produit de
deux espaces localement convexes E, F dans un troisitme G.
Cette notion est relative & la donnée d’un ensemble ®; dc parties
bornées de E et un ensemble @2 de parties bornées de F. Il est
indiqué de dire, plus généralement, qu’un ensemble M d’applications
bilinéaires u (z, y) de EXF dans G est équi-hypocontinu, relative-
ment & ®; et ®s, si pour tout A € ®y, les applications y — % (z,);
quand z parcourt A et w parcourt M, forment un ensemble équi-
continu d’applications linéaires de F dans G; et si la condition ana-
logue est vérifiée pour tout B € ®2. Quand nous ne spécifions
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pas ®; et ®; (en disant simplement que u est hypocontinue, ou
M équi-hypocontinu), il sera sous-entendu que ®; et ®: seront
Vensemble de foutes les parties bornées de E resp. F. Enfin, quand
®; et ®; se réduisent respectivement & I'ensemble des parties finies
de E ou F, on dira simplement que u est séparément continue, ou
que M est séparément équicontinu.

I. Tuforie pes sspaces (DF).

1. Une propriété de stabilité de Pensemble des voisinages
de zéro dans le duzl fort d’un espace (F). Espace (DF).
TrtorEME 1. Soit E un espace localement convexe métrisable,
(A;) une suite de parties équicontinues de son bidual, dont la réunion.
A soit bornée. Alors A est équicontinu.

L’énoncé dual est: Si (U;) est une suite de voisinages de 0 dans
E’ fort, convexes, cerclés et fortement fermés, dont Uintersection U
engendre E', alors U est voisinage fort de O dans E’. Cela signifie
aussi que U contient un ensemble convexe cerclé et faiblement
fermé W qui engendre. E’. Pour construire W, on désigne par
(K,) une suite fondamentale de parties fortement bornées, convexes,
cerclées et faiblement fermées de E’, et on construit par récurrence
une suite de nombres positifs A\;> 0 et de voisinages convexes cerclés
et faiblement fermées W; de 0, de telle facon que Pon ait (en suppo-
sant la construction des deux suites faite jusqu’au rang n):

1) NK; ©1/27U, 2) NK: CW;, 3) Wi CU; (pours,j < n).
Si alors la construction infinie est possible, ensemble W = [] W
engendre E’ (car il contient les \; K;), 1l est convexe, cerclé et faible-
ment fermé (les W; V’étant) et contenu dans n U: = U, et tout

sera fait. Montrons donc que la récurrence peut effectivement
se poursuivre du rang n au rang n + 1. On choisira pour cela
Ans1 a8sez petit pour qu’on ait

Aoz Knin © (12245 U N ()i, We

(cela est possible, K,.. étant fortement complet, voir [2], th. 2).
Posons K'nu = M K1 4 ... + Ay Ky, cest une partie faible-
ment compacte convexe cerclée de E’ contenue dans

AH U+ ...+ Q2 U C Q2 U,
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on a done K'ny C (1/2) Upyy; soit alors Wi un voisinage convexe
cerclé faiblement fermé de 0-contenu dans (1/2) Uy, et posons W=
= K'pi1 4+ Wi Clest un voisinage fort de 0, contenant K'u
‘et contenu dans Uns; de plus il est faiblement fermé, car K'ny est
faiblement compact et W'nu faiblement fermé. Par suite, Ans et
Was satisfont bien aux hypotheéses de réeurrence 1), 2) et 3) ci-
dessus. ‘

CoroLLAIRE 1. Toute partie séparable et bornée de B’ faible est

équicontinue, et o fortior: faiblement relativement compacte.

Il en résulte aussitds le

CoroLLAIRE 2. Toute suite de Cauchy faible dans E' y converge
Jaiblement.

A fortiori, une suite de Cauchy forte dans E’' converge faiblement,
donc aussi fortement; comme £’ est métrisable pour sa topologie
forte, il suit:

CoroLLAIRE 3. Le bidual E' d’un espace localement convexe mé-
trisable est complet, c’est & dire un espace (F).

CoroLLAIRE 4. Toute partie bornée ei séparable du complété E
de E est contenu dans Uadhérence d’une partie bornée de E.

En effet, en vertu du corollaire 3, on a £ C E”; il suffit alors
d’appliquer le corollaire 1. Tous ces énoncés utilisent seulement
la forme affaiblie du théoréme 1 donnée dans le corollaire 1. La
suite de ce N.° donnera des applications du th. 1 sous sa forme
générale. Signalons la

ProrositioNn 1. Soit E un espace localement convexe méirisable,
G un espace localement convexe quelconque, (M;) une suite de parlies
de Vespace L, (E', G) des applications linéaires continues de E' fort
dans G, muni de la topologie de la convergence simple. Pour que la
réunion M des M; soit égquicontinue, (i1 faut et) il suffit qu'elle soit
bornée, et que chaque M; soit équicontinu.

Cela se ramene immédiatement au théoréme 1, moins général
en apparence, compte tenu du lemme suivant, qui permet de ra-
mener la considération d’applications linéaires continues & la con-
sidération de formes linéaires:
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Lemme 1. Soient E; G deux espaces localement convexes, M un .
ensemble d’applications linéaires de E dans G.

a) Pour que M soit équicontinu, il faut et il suffit que 'ensemble
des transposées u' des w € M (v’ est A. priori application linéaire de
G’ dans le dual algébrique de E) soit tel que pour toute partie équicon--
tinue B’ de ', Uensemble M'(B’) des u’(y) (avec v € M’, y € B
sott. partie éguicontinue de E'.

b) Soit & un ensemble de parties bornées de E, et supposons les
u € M continues. Pour que M soit borné pour la topolegie de la &-
convergence, 1l faut et il suffit que Vensemble M’ soit tel que pour
toute partie équicontinue B’ de @', Uensemble M (B') soit partie bornée
de B’ quand E' est muni de la topologie de la &-convergence.

Nous nous dispensons d’écrire la trés immédiate démonstration
de ce lemme, Il est évident aussi que ce lemme ramene en effet
la proposition 1 au théoréme 1. La proposition 1 permet de donner
des corollaires analogues, p. ex.:

CoroLLAIRE 1. Toule suite bornée dans L, (E', G) est équicon-
tinue (E' étant toujours le dual fort d’un espace méirisable E). Par
suite, st une suite (u;) d’applications linéaires continues de E’ dans
G converge en chaque point vers une limile u (x), cetle suile est équi-.
continue, et sa limite u est application linéaire continue de E’ dans G.

COROLLAIRE 2. Si G est un espace (F), L(E’, G) est complet
pour la topologie de la convergence bornée, c’est donc un espace du
type (F).

En effet, comme cet espace est métrisable, pour vérifier qu'il
est complet, il suffit de vérifier que toute suite de Cauchy converge.

Avant de nous tourner vers d’autres généralisations du théoréme
1, nous allons poser ce théordme en axiome pour une classe remar-
quable d’espaces, généralisant les duals forts d’espaces métrisables:

DErFINITION 1. Un espace localement convexe H est dit du type
(DF), s’il admet une suite fondamentale de parties bornées, et st toute
partie fortement bornée de son dual qui est réunion d’une suite de pariies
équicontinues, est elle-méme équicontinue.

Le théordme 1 exprime que le dual fort d'un espace localement
convexe métrisable est du type (DF); réciproquement, il est im-
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médiat de constater que le dual fort d’un espace du type (DF) est
métrisable, et complet (car il suffit de vérifier que les suites de Cauchy
dans H’ fort convergent), ce qui justifie notre terminologie. Si H
est déja quasi-tonnelé i. e. toute partie fortement bornée de H’ est
équicontinue, la deuxidme condition imposée dans la définition 1
est évidemment superflue. Il en résulte qu’un espace normé, ou
une limite inductive d’une suite d’espaces normés, est du type
(DF).

La forme duale de la deuxitme condition envisagée dans la défi-
nition 1 s’énonce ainsi: Si Pintersection d’une suite de voisinages
convexes cerclés et fermés de 0 dans H absorbe les parties bornées,
alors c’est un voistnage de 0. Nous aurons aussi hesoin du

Lemme 2. Soit H un espace du type (DF). Alors pour toute
suite (V;) de voisinages de 0, il existe un voisinage V de O qui est
absorbé par chacun des V; (voir I'Introduction pour la terminologie).

En effet, transformé par polarité, cet énoncé signifie que pour
toute suite (B;) de parties équicontinues de H’, il existe une suite
de nombres A\; > 0 tels que I' \; B; soit partie équicontinue de H'.
Or, comme H’ muni de la topologie forte est métrisable, on peut
trouver une suite de nombres A; > 0 tels que I' \; B; soit borné
(“premitre condition de dénombrabilité de Mackey’’), donc aussi
équicontinu puisque H est un espace (DF).

Enfin, la proposition 1 et ses corollaires reste manifestement
valable si £ y est remplacé par un espace du type (DF) quelconque.

TrtorbME 2. Soient Hy et He deux espaces du type (DF), G un
espace localement convexe quelconque, M un ensemble d’applications
bilinéaires de HiXHgz dans G. Pour que M soit éguicontinu, il faut
et il suffit que M soit équi-hypocontinu (voir Introduction pour la
terminologie).

On peut d’abord se ramener au cas ol G est le corps des scalaires,
grice au lemme suivant, qui joue un réle analogue au lemme 1 et
qui se démontre de la méme fagon:

Lemmz 3. Soient E, F, G trois espaces localement convexes, M
un ensemble d’applications bilinéaires de EXF dans G. Pour toul
u€ M et 2 € G, soit ug la forme bilinéaire sur EXF définie par
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ur (z,y) = <ulz,y),?)>, e pour une partie C' quelconque de
@, soit M Vensemble des wu,, pour w & M, 2 € C'.

a) Pour que M soit équicontinu, il faut et il suffit que pour toute
partie équicontinue C' de ¥, Vensemble M¢ soit un ensemble équi-
continu de formes bilinéaires sur EXF.

b) Soit & un ensemble de parties bornées de E, & un ensemble
de parties bornées de F. Pour que M soit équi-hypocontinu relative-
ment & & et O, il faut et il suffit que pour toute partie équicon-
tinue C' de G', M¢ soit équi-hypocontinu.

c) Supposons les u € M séparément continues. Pour que M soit
borné pour la topologie de la & - G2 - convergence dans Uespace
L (E, F; Q) des applications bilinéaires séparément continues de EXF
dans @G, il fout et il suffit que pour toute partie équicontinue C' de

G, M¢ soit un ensemble de formes bilinéaires sur EXF borné pour
la ®1-®&z-convergence.

Pour démontrer le théoréme 2, nous pourrons done supposer
que @ est le corps des scalaires. Il suffit manifestement de montrer
que si M est un ensemble équi-hypocontinu de formes bilinéaires
sur HyXHs, alors M est équi-continu. Soit (4;) (resp. (B;)) une
suite fondamentale de parties bornées de H, (resp. de Hz2). Soit,
pour tout v € M, u’ V'application de Hs dans Hy’ qu’elle définit, et si
u parcourt un ensemble A, soit A’ VYensemble des v’ correspondants.
Nous voulons montrer que M est équicontinu, ce qui signifie aussi
qu’il existe un voisinage V de 0 dans H» tel que 'ensemble M’ (V)
des v’ (y) (W &€ M', y € V) soit partie équicontinue de Hy’. Un rai-
sonnement connu di & J. DieuponNE et L. Scawartz [ 3 ] montre
d’abord qu’il existe un voisinage V de 0 dans H tel que M’(V) soit
partie fortement bornée de Hy': en effet, pour tout 4;, il existe un
voisinage fort V; de 0 dans H» tel que ’ensemble des < z, u’ (y) >
pourz € A;, y € V,u’ € M’ soit borné (cela résulte aussitdt de 'equi-
hypocontinuité de M), mais en vertu de la propriété de H exprimée
dans le lemme 2, on peut prendre V; = V indépendant de 7, ce qui
signifie bien que M’(V) est partie bornée de H’. Prouvons qu’
alors M’(V) est méme partie équiconfinue de Hy': on a M'(V) =

=U M (), ot b; = B;\V, et les M’ (b;) sont parties équicon-
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tinues de Hy' (4 cause de 1'équi-hypocontinuité de M), dont la réu-
nion est bornée. Comme H; est du type (DF), il suit que cette
réunion M’ (V) est méme équicontinue.

CoroLrLaIRE. Si Hy et Hz sont deux espaces du type (DF) ton-
nelés, alors Uensemble M d’applications bilinéaires de HiXHs dans.
G est équicontinu si et seulement si il est séparément équicontinu (voir
Introduction pour la terminologie).

En effet, on sait que si Hy et Hs sont tonnelds,.alors il suffit
que M soit séparément équicontinu pour étre équi-hypocontinu.

Remarque 1. En prenant pour M un ensemble réduit 3 une
seule application bilinéaire u, le théoréme 2 donne un critere simple
pour que u soit continue. Les théorétmes 8 ct 9 de [3] en sont
des cas particuliers, qui correspondent & deux cas od on peut de
fagon évidente affirmer qu’une application bilinéaire donnée sépa-
rément continue est en fait hypo-continue.

Remarque 2. 1l suffisait dans la démonstration du théoréme
2 de supposer que Hpz, au lieu d’étre un espace (DF), admet seule-
ment une suite fondamentale de parties bornées et satisfait 3 la
condition énoncée dans le lemme 2. D’ailleurs, un tel espace peut
effectivement n’étre pas un espace du type (DF) (de sorte que
Pamélioration du th. 2 que nous venons de signaler esi effective):
en effet, il est immédiat que si H est un espace localement convexe
admettant une suite fondamentale de parties bornées, 2t satisfaisant’
de plus & la condition envisagée dans le lemme 2, alors tout sous-
espace vectoriel de H posstde ces mémes propriétés; cependant,
nous verrons qu’un sous-espace vectoriel d’un espace H du type
(DF) peut ne pas étre du type (DF), et méme que dans le dual
de ce sous-espace peuvent exister des suites de Cauchy faihles non
faiblement convergentes (voir § II, N° 3).

ReMARQUE 3. Le théoréme 2 s'étend aux ensembles d’appli-
cations multilinéaires sur le produit d’un nombre fini quelconque
d’espaces H; du type (DF).

ReEMARQUE 4. Soit £ un espace (F) non distingué (nous verrons
au § II qu'il en existe) et soit A une partie bornée, convexe, cer-
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clée, et faiblement fermée de B’ qui ne soit pas équicontinue. Soit
‘H Vespace vectoriel C. 4 engendré par A, muni de la norme Jé-
finie par la “boule” A. A étant complet, on vérifie facilement
que H est complet. L’application identique de H dans E'' peut
S s’identifier & une forme bilineaire sur E'XH; cette forme bilinéaire
est separement contmue mats non continue. On ne peut donc es-
perer améliorer de fagon essentxel]e I'énoncé du théoréme 2, et
la construction precédente résoud par la négatlve la question 11
dans[3] En fait, on y demandait que H soit aussi le dual fort
d’un espace F du type (F), mais ou ¢ y. raméne trés facilement de
la fagon suivante: on sait (*) que tout_espace de Banach H est iso-
morphe 3 un espace quotient de l’espace I* (I) des familles de sca-
laires sommables construit sur un ensemble d’indices suffisamment
grand, et d’autre part 11 (I) est isomorphe au dual de Vespsce.c, (I)
des fonctions complexes sur I (considéré comme espace topologique
discret) qui “tendent vers zéro & 1’1nf1n1”, on peut alors 1emplacer
mamfestement H par- le dual de G @M. -

PROPOSITION 3 Sozent Hi, Hy deux espaces du type (DF),
un_ espace localement convexe quelconque. Alors -tout ensemble M
d’applications bilinéaires de. Hy X Hs dans G qui est réunion d'une
suite d’ensembles équicontinus M; et est borné pour la topologie de la
tonvergence bornée, est équicontinu.

‘Le lemme 3 nous ramene aussitét au cas ol G se réduit aux
scalaires. En vertu du théordme 2, il suffit de vérifier que M est
équi-hypocontinu, c¢’est & dire que pour toute partie bornée B de
H, (par exemple) lensemble M’(B) des formes linéaires z — u(z,y)
sur Hy, avec y € B, u € M, est partie équicontinue du dual H," de
H,. Mais M étant borné, M’(B) est partie bornée de H,’' fort, et
elle est réunion des parties M’;(B), qui sont équicontinues car les
M; sont équicontinus, d’oll la proposition (H étant un espace (DFY)).

Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer les coroliaires de cette
proposition, analogues aux corollaires du théoréme 1. Bien en-
tendu, la proposition 3 est aussi valable pour un ensemble de fone-
tions multilinéaires sur le produit d’un nombre fini d’espaces (DF).
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2. Caractérisation des voisinages forts de l’origine dans un
espace (DF). Application a la détermination de certains
espaces (F) distingués.

TatorkME 3. Soit H un espace du type (DF) (définition 1).
Pour g*t’un ensemble conveze U soit voisinage de 0, (i1 faut et) il suffit
que son intersection avec toute partie bornée convexe cerclée A de H
9ozt voisinage de O dans A pour la topologie induite par H.

La condition est évidemment nécessaire. Pour voir qu’elle est
suffisante, soit (4,) une suite fondamentale de parties bornées con-
vexes cerclées fermées de H. Nous allons construire par récurrence
une suite (\,) de nombres > 0, et une suite (V,) de voisinages de
Vorigine, convexes cerclés et fermés, tels que lon ait

(1)A.A3C(1/3)U (2)A,A,~CV,~ B)YV:MNA,CU (pour tout (3 J-

Alors [); Vi sera un voisinage fort de Vorigine en vertu de (2) et
de la définition des espaces (DF), et contenu dans U en vertu de (3).
Pour prouver la possibilité de la récurrence, supposons la faite
Jusqu’au rang n. Prenons un A,4:>0 tel que 'on ait Ay1 4n1C
{1/3) U — ce qui est loisible, car il existe un voisinage V de l'origine
tel que VN A,41.C U (par hypothese sur U), il suffit alors de
prendre A4 tel qu'on ait 3 Ae41< 1, 3 A\yg1 4,41 V. En pre-
nant A, assez petit, on peut supposer de plus que Aper Aps1 SV

pour ¢ = 1, ..., n. Montrons gqu’on peut trouver alors un voisina-
ge convexe cerclé fermé V,y; de 0 tel que 'on ait N\; A; C Vass
pouri =1, ....,n+ 1, et Vosrs N 4,41 CU, ce qui démontrera la

possibilité de la récurrence. Posons A = I’:'fll A 4;, nous prendrons
Votr = A+ V, ol V est un voisinage convexe cerclé de zéro &
déterminer. Comme on a A C Vypy C 2 (44+V) =24 4 2V il
suffit qu’on ait (24 + 2V) N\ 4,41 € U. Cela s’écrit aussi, en
posant B = A.u N OU, @4 +2V)NB =g ou enfin 2V N
N (B + 24) = & (noter que 4 étant convexe cerclé, on a —A4
= A). L’existence d’un tel voisinage V signifie done que l'origine
n’est pas adhérente & l'ensemble ¢ = B4-24. Or ona C C
c 0(1/3) U, car sinon il existerait un point de (1/3) U dans
B + 24 donc un point de {1/3) U + 24 dans B, mais 4 C (1/3) U
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en vertu de (1), d’od (1/3) U+24C(1/3) U -+ (2/3) UC U (U étant
convexe), et d’autre part B C CU. oOnadoncbienc 0 1/3) U,
s0it 3C < b U. Comme de plus C est borné, donc contenu dans
un ensemble borné convexe cerclé fermé, il résulte bien de ’hypo~

thése sur U que Vorigine n’est pas adhérente & 3 C, ni donc & C,
ce qui acheve la démonstration.

CoroLLaIre 1. Soit H un espace (DF), G un espace localement
conveze quelconque. Pour quw'une application linéaire u de H dans
@ soit continue, 1l faut et il suffit que ses reslrictions aux parties bor-
nées de H le soient. Pour qu’'un ensemble M d’applications linéaires
de H dans G soit équicontinu, 1l faut el il suffit que pour tout borné
A C H, Vensemble des restrictions & A des u € M soit équicontinu.

En effet, on vérifie immédiatement que s1 A est une partie con-
vexe cerclée quelconque de H, dire que Vensemble des restrictions
8 A des u € M est équicontinu, signifie aussi que pour tout voisina-
ge V de Porigine dans G, I'ensemble U = {} ™! (V), u€ M, induit
A un voisinage de Porigine; en prenant pour 4 successivement H,
ou une partie bornée arbitraire de H, et en appliquant le théoréme
3, le corollaire apparait. 1l est d’ailleurs facile de se convaincre
que dans un espace localement convexe quelconque H, la validité
du théoreme 3 ou de son corollaire sont strictement équivalents.

De plus, ils entrainent le corollaire suivant, (généralisant le cor.
2 de la prop. 1):

CoroLLAIRE 2. Soit H un espace (DF), G un espace localement
convexe séparé complet. Alors Uespace L (H, G) des applications
linéaires continues de H dans G, muni de la topologie de la conver-
gence bornée, est complet.

La vérification 3 partir du corollaire 1 est “straight-forward”.
Le corollaire 1 du théoréme 3 semble pouvoir étre utile aussi pour
Vapplication du théordme 2, qui raméne la preuve de la continuité
d’une application bilinéaire & celle de I'équicontinuité de certains
ensembles d’applications linéaires de H; ou H, dans un espace
localement convexe. Mals signalons qu’il n’est pas exact que,
pour qu’une forme bilinéaire sur I, X H, soit continue (H; et H,,
espaces (DF)), il soit suffisant que ses restrictions aux produits
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A X B de'deux parties bornées quelconques de H; resp. H, le soient:
la construction de la remarque 4 (aprés le th. 2) donne en effet un
contre exemple, I'un des. espaces H,, H, 1mphqués étant méme un
espace de Banach, A .
" Dans le cas ol H est .l‘e‘.dual fort d’un espace-localement con-
vexe métrisable, le théoréme 3 équivaut, par polarité, & 'énoncé
suivant. (dont nous n’aurons pas & nous servir par la suite): pour
qw'une partie A de E"' soit equwontmue, (el faut et) il suffit que pour
tout voisinage V de 0 dans E’ .existe une partie bornée B de B telle que
A soit contenue dans l’adhérence faible de B + V dans E".

. REmarqQue 5. Le théoréme 3 pourrait faire croire que de
fagon analogue & ce qui-se passe pour la topologie de la conver-
gence compacte dans le dual d’un espace (F) ([3],. théoréme 5), la
topologle d’un espace H. du type (DF) soit la plus fine de toutes
les. topologles sur H qui mdulsent sur les parties bornées de H la
méme topologie que H; et que par suite toute partie M de H dont
l’mtelsectlon avec toute partie bornée et fermée est fermeé, soit
fermée. Nous verrons pourtant qu’il n ‘en est rien, méme si M
est un. sous-espace veotouel de H, H étant un dual fort d’espace
(F) (§ 2, N 3). A
. Tuforkwme 4, Soit H un espace du type (DF), M une -partie de
H- contenant une suite partout dense. Soit To la topologie sur H . de
la convergence uniforme dans les parties fortement bornées du dual
de H. Alors To induil sur M la topologie de H.

On peut évidemment supposer que M est un sous-espace vec-
toriel de H. Comme & priori la topologie induite par To est plus
forte, il suffit de montrer que pour tout ensemble U convexe cerclé
" et fermé de H qui absorbe les parties bornées de H, existe un voi-
sinage VdeOdans H telque VA M C U, soit VN fvnm=0.
Si V est ouvert, il suffit pour cela que aucun des x; d’une suite
partout dense dans M ne soit dans VNG U {puisque cet ensem-
ble est ouvert); on est donc ramené 4 montrer que pour toute suite
(;) dans b U, il existe un voisinage ¥V de 0 dans H ne contenant
aucun des z;. Pour cela, (4,) étant une suite fondamentale de
parties borndes de H, on construit par récurrence simultanée une
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suite de voisinages convexes cerclés et fermés V, de O et unc suite
de nombres A, > 0, de telle fagon qu’on ait:

M NACT; 2 NACU (3) m¢€ EVz- (pour tout (7, f)-

La possibilité de la récurrence se voit trés facilement, on est ra-
mené A trouver, étant donné un ensemble convexe cerclé fermé
A= f’f/\iA,-, un voisinage convexe cerclé fermé V,,; de lorigine
contenant A et non .41, ce qui est possible puisque 7,4 € Ca.
On pose alors V = ﬂ,- Vi, V est intersection d’une suite de voisina-
ges convexes cerclés fermés de 1’origine et absorbe les parties bor-
nées en vertu de (1), c’est donc un voisinage de l'origine puisque
H est un espace (DF), et V ne contient aucun des z; en vertu de (3).

CoroLLAIRE 1. La topolegie To donne les mémes suites conver-

gentes et les mémes suites faiblement convergentes que la topologie
donnée de H, et induit sur les parties metmsables de H la méme topo-
logie que H.

Les deux premidres affirmations sont en effet impliquées immé-
diatement dans le théoréme 4, et .la dernidre affirmation est consé-
quence de la premidre. Notons que celle-ci implique aussi que
pour une application d’un espace topologique méirisable dans H,

il revient au méme de dire qu’elle ebt continue pour la topologxe
donnée de H ou pour Tk,

CoroLraire 2. Un espace (UF) qut admet une suite partout
“dense est quasi-tonnelé. '

La_conjonction du théoréme 3 et du théoréme 4 donne le

Tutorkyme 5. Un espace (DF) dont les parties bornées sont mé-
irisables est quasi-tonnelé, '
En effet, en vertu du théortme 3, il suffit de montrer que 7%

induit sur les parties bornées de H la topologie de H, ce qui résulte
du corollaire 1 du théoréeme 4.

Le théoréme 5 donne un critére commode pour décider si un
espace (DF) est quasi-tonnelé. 8i E est un espace (F), E est dis-
tingué si et seulement si son dual fort est tonnelé {ce qui équivaut
ici & quasi-tonnelé), d’ott un critére suffisant pour que E soit dis-

SUMMA BRASILIENSIS MATHEMATICAE, vol. 3,:fase. 6, 1954



72 ALEXANDRE GROTHENDIECK

tingué: il suffit que les partiés bornées de son dual fort soient mé-
trisables. Tl semble que les espaces du type (F) qu’on rencontre
en. Analyse tombent tous sous ce critére, car ils rentrent méme
dans la catégorie plus restreinte des espaces (F) “quasi-normables”

du § 3.

3. La topologie tonnelée associée a un dual d’espace (F)
‘ et théorémes de dualité

Lemme 4. Soit H un espace (DF), (A;) une suite croissante de
parties bornées, convexes, cerclées et fermées de H, telle que toute partie
bornée de H soit absorbée par Uun des A; Soit U la réunion des
A;. Alors Padhérence forte U de U est identique & son adhérence
“algébrique” [ (i. e. Vensemble des z € H tels que A 2 € U pour
tout 0 < XN < 1).

On a évidemment {7 C T; pour montrer que U C {7, il suffit
de montrer que pour tout x € 0 {7, il existe une forme 2’ € U° (po-
laire de U dans H’) telle que |<z, 2’ >|> 1. Soit donc A > 1 tel
que x £ Cx U, on va trouver 2’ € U° avec <z, z'> = \. En effet,

pour tout n, il existe, en vertu de x € G A,, unez’, € (4,)° telle que
<z, 'n > = A. La suite des z', € H' est évidemment fortement
bornée, donc équicontinue puisque H est du type (DF). Elle admet
donc une valeur d’adhérence faible 2/, et il est immédiat que 2’ € U°,
<z, ' > =\, cqfd.

CoroLLAIRE. Soit E' = H le dual fort d’un espace localement
convere métrisable E, soit (K;) une suite fondamentale de parties bor-
nées, convexes, cerclées et faiblement fermées de E', (N;) une suite de
nombres > 0; posons U = I' \;K;. Alors Uadhérence forte de U est

égdle a son adhérence “‘algébrique’.
g

En effet, les K; étant faiblement compacts, les ensembles 4, =
=T7_, \;K; sont faiblement compacts, donc fortement fermés;

comme U = J 4,, on peut donc appliquer le lemme 4.

Le corollaire donne immédiatement le
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THEorbME 6. Soit H = E' le dual fort d'un espace localement
conwere métrisable E. Alors toute paritie convere cerclée V de H

absorbant les parties bornées, contient une pariie convexe cerclée fer-
mée absorbant les parties bornées.

En effet, (1/2) V contient un ensemble U de la forme I \K,
dont Vadhérence forte est identique & son adhérence “algébrique’
(corollaire du lemme 4) done contenue dans V.

CoroLLaIRE 1. Soit Hy Pespace H munzi de la topologie Ty de
la convergence uniforme sur les parties bornées de H = E’. H, a
les mémes parties bornées que H, et est un espace (DF) complet, bor-
nologique et par sutte tonnelé. Son dual est Uespace H* des formes
linéaires sur H qui sont bornées sur toule partie bornée de H.

11 est trivial que Hy a les mémes parties bornées que H. Comme
H est complet, que la topologie Ty de H, est définie comme topo-
logie de la convergence uniforme sur un ensemble de parties bor-
nées de H' et est plus fine que celle de H, H, est complet. Le fait
que H, est bornologique n’est autre que le théortme 6 (car les
parties de H convexes, cerclées, fermées et absorbant les parties
bornées forment un systéme fondamental de voisinages de 0 pour
Ty); il est donc aussi tonnelé puisqu’il est complet. En particu-
lier, il en résulte que les formes linéaires continues sur Hy sont les
formes linéaires qui sont bornées sur les parties bornées de Ha.
Enfin, H, étant tonnelé et ayant une suite fondamentale de parties
bornées. est un espace du type (DF).

CoroLLAIRE 2. Toule partie A faiblement bornée de Uespace H*
des formes linéaires sur H bornées sur les pariies bornées, est con-
tenue dans Dadhérence faible d’une partie bornée de H'.

Un cas particulier important du théortme 6 est le

TafiorbME 7. Soit E un espace localement convexe métrisable
Les trois conditions sutvantes sont équivalenles:

a) E est distingus;

b) Le dual fort E' = H est tonnelé;

¢) H est bornologique.

SUMMA BRASILIENSIS MATHEMATICAE, vol. 3, fasc. 6, 1954



74 ALEXANDRE GROTHENDIECK

L’équivalence de a) et b) est trés générale (voir Introduction);
alors la topologie de H est aussi celle de la convergence uniforme sur
les parties bornées de H’, et il en résulte (corollaire 1 du th. 6) que
H est méme bornologique. Réciproquement, H étant complet, H
bornologique implique H tonnelé.

REMARQUE 6. J'ignore si le théortme 6 et ses corollaires, et
le théoreme 7, sont valables pour tous les espaces (DF). La diffi-
culté vient de ce que le corollaire du lemme 4 ne se laisse peut-étre
pas généraliser & tous les espaces (DF), car on ne peut plus invo-
quer une raison de compacité pour affirmer que les I';_; X\; K; sont
des parties fermées de H. '

RuMArQUE 7. Il ne semble pas qu’on connaisse un espace locale-
ment convexe I et une forme linéaire sur H, bornée sur les parties
bornées de H, qui ne soit faiblement adhérente dans le dual algé-
brique de H A une partie fortement bornée de H’; ni & fortiori un
espace quasi-tonnelé qui ne soit bornologique.

Remarque 8 8i E est un espace localement convexe métri-
sable, I son dual fort, alors il est équivalent de dire que toute.
forme linéaire sur H qui est bornée sur les parties bornées est con-
tinue, ou que les parties bornées de H’ sont faiblement relativement
compactes. Fn effet, la premidre de ces conditions implique la
seconde quel que soit l’espace localement convexe H, comme il
résulte facilement du ‘“théordme des bipolaires”, et la deuxiéme im-
plique la premidre en vertu du corollaire 2 du théoréme 6. 11 suffif;
pour qu’il en soit ainsi, que H soit bornologique (c’est & dire F
distingué — théoréme 7 —). La réciproque n’est pas certaine, car
Yignure si toute partie faiblement relativement compacte, conveve,
cerclée de H' est équicontinue, en d’autres termes si la topologie
de H est forcément la topologie de Mackey 7 (H, H'). 8i oui, ce
serait d’ailleurs spécial aux espaces (DF) qui sont des duals forts
d’espaces métrisables, car il est facile de donner des exemples d’es-
paces H du type (DF) dont "a topologie n’est pas 7 (H, H'). Par
exemple, il suffit, sur un espace de Banach réflexif non séparable,
de considérer la topologie de la convergence uniforme sur les parties

bornées et séparables de son dual
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REmMArRQUE 9. Le corollaire 2 du théoréme 6, joint au fait que
toute partie bornée de H’ est relativement semi-compacte (i. e.
toute suite extraite de cette partie admet une valeur d’adhérence
faible dans H’) permet de conclure que pour toute forme linéaire
sur H bornée sur les parties bornées, les restrictions aux parties con-
vexes, cerclées et o (H, H') — compactes de H sont continues,
comme il résulte d’un théoréme de topologie générale (voir [6], th.
1). 11 est évident d’autre part que réciproquement, toute forme
linéaire sur H dont les restrictions aux parties convexes cerclées
o (H, H) — compactes sont continues, est bornée sur les parties
bornées, car on sait que dans le cas contraire, il existerait une suite
tendant méme fortement vers zéro sur laquelle cette forme ne res-
terait pas bornée. Mais d’autre part, il résulte d’un théordme
général (voir [7]) que le complété de H’ pour la topologie 7 (H', H)
s'identifie précisément & lespace des formes linéaires sur H dont
les restrictions aux parties convexes, cerclées et o (H, H') — com-
pactes de H sont continues. Ainsi, 'espace H* des formes linéaires
sur H bornées sur les parties bornées, dont une caractérisation in-
téressante a déjd été donnée au corollaire 1 du théortme 6, s'iden-
tifie aussi au complété de H’ pour la topologie 7 (H', H). En par-
ticulier, H* est identique & H’ si et seulement si H’ est complet’
pour la topologie 7 (H’, H). D’ailleurs, il est immédiat que dans
tout ceci, la topologie 7 (H', H) peut aussi étre remplacée par exem-
ple par la topologie sur H’ de la convergence-compacte dans H.

‘Nous allons utiliser le théordme 7 pour étendre sous certaines
conditions le théordme usuel qui donne le dual d’un sous-espace
vectoriel. Notons d’abord la proposition générale qui suit:

Prorosition 4. Soit E un espace localement convexre, F un sous-
espace vectoriel. Si F est quasi-tonnelé et son dual fort bornologique,
alors sur E'|F°, la topologie quotient de la topologie forte de E’ est iden-
tique a la topologie forte du dual de F. Réciproquenient, pourvu
que le dual fort de E soit bornologique, si les deux topologies fortes
envisogées sur E'|Fo sont identiques, alors F' fort est bornologique..

La deuxitme partie de la proposition résulte de ce qu’un espace
quotient d’un espace bornologique est bornologique. Pour la pre-
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mitre partie, il suffit de montrer que la topologie Ty de dual fort
est plus fine que la topologie quotient, ou aussi, 73 étant bornolo-
gique, que toute partie 4 de E’/F° qui est bornée pour la topologie’
Tq est bornée pour la topologie quotient. Mais F étant quasi-ton-
nelé, 4 sera une partie équicontinue du dual de F, done, en vertu
du théortme de Hahn-Banach, image canonique d’une partie équi-
continue de E’, donc bornée pour la topologie quotient de E’ fort.
Compte tenu du théoréme 7, nous obtenons alors. le
Tufiorbme 8  Soit E un espace localement convexe quelcongue,
F un sous-espace vectoriel qui est métrisable et distingués. Alors le
dual fort de F s’identifie a E'/F> muni de la topologie quolient de B
Jort. ,
. Dlailleurs, la derni¢re partie de la proposition 4, et le fait que
tout espace F du type (F) est isomorphe & un sous-espace vecton‘e!’
d’un espace E qui est un produit topologique d’espaces de Banach,
(et dont le dual par suite est bornologique) nous montre que le
théoréme 8 peut étre en défaul en prenant pour F un espace (F) non
dzstmgue (voir § 2, N.° 1). .
Remarque 10. J'ignore si dans la proposition 4, lhypothéses
que F soit quasi-tonnelé est superflue, Cela est lié & la question -
suivante: ¥ étant un sous-espace vectoriel fermé de I’espace local-,
ement convexe K, les deux topologies fortes sur E’'/F° donnent-elles -
les mémes parties bornées? La proposition 5 donnera d’ailleurs.
un autre cas ot le théoréme de dualité envisagé ici est valable.

4. Compléments divers sur Jes espaces du type (DF)

Prorosition 5. Soit E un espace localement convexe, F un sous-
espace vecloriel.
- a) Supposons F du type (DF). Alors les deux i{opologies fortes'
sur E'[F° sont identiques (et en font un espace (F)). .
b) Si E est du type (DF), F fermé, alors EJF est aussi du type
(DF) et les deux topologies fortes sur Fo (topologie induite par B~
fort et topologie forte du dual de E/F) sont identiques. :
Démonstration. a) La topologie Tz de dual fort sur E'[F°
est une topologie d’espace (F). Pour montrer que l’application’
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identique de cet espace sur Pespace quotient de E’ fort par F° est
continue, il suffit donc de vérifier que toute suite qui converge vers
zéro dans le dual fort de F, est hornée pour la topologie quotient.
Mais F étant du type (DF), une suite bornée dans F’ fort est équi~
continue, donc image canonique d’une partie équicontinue de E’
(%), done & fortiori bornée pour la topologie quotient.

b) Pour montrer que les deux topologies fortes sur F° sont
identiques, il suffit évidemment de montrer que application iden-
tique de #°, muni de la topologie 7; induite par E’ fort, dans le
dual fort de E/F, est continue. Comme E’, donc son sous-espace
Fe, est du type (F), il suffit comme plus haut de montrer que toute
suite dans F° qui converge vers zéro.pour 7%, est bornée pour la
topologie de dual fort. Or, cette suite est encore bornée, donc.
dquicontinue dans E’ (E étant un espace (DF) ),donc équicontinue
dans le dual fort de E|F, et 3 fortiori bornée dans ce dual. Les
deux topologies fortes sur F° sont done bien identiques, ou, ce qui
revient au méme, toute partie hornée de E/F est contenue dans
Vadhérence de l'image canonique d’une partie bornée de E. Il
en résulte aussitét que E/F admet un systéme fondamental dénoms-
brable de parties bornées. Pour vérifier que EfF est du type (DF),
il suffit done de vérifier que toute partie bornée de son dual qui
est réunion d’une suite de parties équicontinues est équicontinue.

Mais cela est trivial compte tenu du fait gque F satisfait & cette
condition.

CoroLrLatre 1. Soit E un espace localement convexe, F un sous-
espace vectoriel du type (DF), A une partie bornée de Uadhérence de

F dans E. Alors il existe une partie bornée B de F dont Vadhérence-
contienne A.

En effet, on peut évidemment supposer que E est le complété
de F, et alors notre asser tion équivaut au fait que sur le dual com-

mun de E et F, les deux ‘ropolomes fortes comcxdent En par-’
ticulier: :

" COROLLAIRE 2. Pour qu’un espace F du type (DF) soit complet,

il faut et il suffit que ses parties bornées et fermées sotent complétes.
Notons aussi le
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Cororraire 3. Soit F un espuce du type (DF). Pour que F
sott quasi-tonnelé, 1l faut et il suffit que son complété soit tonnelé.
. La necessité est évidente sans aucune hypotheése sur F, la suffi-
sance résulte aussitét du corollaire 1.

Remarquons que contrairement i ce qu’on vient de démontrer
pour les espaces quotients, un sous-espace vectoriel fermé d’un
espace du type (DF) peut ne pas étre du type (DF) (N° 1, Re-
marque 2). Par contre on vérifie trivialement qu’un produit d’un
nombre fini d’espaces (DF) est un espace (DF), et qu’une limite
inductive stricte d’une suite d’espaces du type (DF) est encore du
type (DF). On peut montrer qu'il en est encore ainsi pour le pro-
duit tensoriel topologique large (voir [5]) de deux espaces du type
(DF). Le bidual d’un espace H du type (DF), muni de la topo-
logie forte du dual de H’ fort, est du type (DF), puisque H' est
un espace (F) (voir théoréme 1); j’ignore si, pour la “topologie na-
turelle” définie dans PIntroduction, H'' est encore du type (DF)
(la question ne se pose pas si H est tonnelé, car alors les deux topo~
logies envisagées sur H' sont identiques). — Enfin, le résultat
suivant, qui généralise la partie b) de la proposition 5, mérite une
mention spéeiale, car il est tout & fait exceptionnel parmi les limites
inductives généralisées d’espaces (F), (od en effet la principale diffi-
culté tient & ce que les parties bornées sont mal connues).

TuforiMe 9. Soit E un espace vectoriel, (E;) une suite d’es-
paces du type (DF), (w;) une suite d’applications linéaires des E;
dans E, telle que V'espace vectoriel engendré par les images u; (Ei) soit
E. Alors E, muni de la topologie localement convere la plus fine
qui rende continues les applications wi, est un espace du type (DF),
et la topologie forte de son dual est ausst la topologie de la convergence
uniforme sur les parties de E du type ui(B;), on B; est une partie
bornée de E;. Toute partie bornée de E est contenue dans Uenveloppe
conveze cerclée fermée d’un nombre fini de tels ensembles u; (B;).

La dernidre de ces assertions est évidemment équivalente & celle
«qui la précédait. Pour faire la démonstration, on peut répéter i
peu prés exactement les raisonnements de la proposition 5b). On
peut aussi se ramener 3 la proposition 5b) et au cas, déja signalé
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(mais 3 vrai dire & peine moins simple) d’une limite inductive
stricte, en notant que E s’identifie aussi & espace quotient de
Pespace H, somme directe topologique des espaces E;, par le sous-

espace noyau de 'application linéaire naturelle (z;) — Zui(x;) de
‘H sur E.

ConorLvatre. Si les E; sont des espaces (DF) réflexifs et B sé-
paré, alors E est un espace (BF) réjlexif.

En effet, les parties bornées ‘de E sont contenues chacune dans
Penveloppe convexe cerclée fermée d’un nombre fini d’ensemles
u; (B;), que Pon peut supposer eux-mémes convexes et faiblement

compacts (en prenant les B; tels), de sorte que cette enveloppe est
Jaiblement compacte.

E est dit limite inductive (généralisée) de la suite des espaces
E;, pour les applications u;. — Le théoréme 9 s’applique en par-
ticulier aux limites inductives généralisées d’une suite d’espaces
normés (espaces assez iréquents comme il semble, voir exemples
plus bas), mais on notera que le corollaire est en défaut pour les
limites inductives généralisées d’une suite d’espaces (F) réflexifs:
nous construirons en effet, au § 2, N.° 2, un espace quotient d’un
espace (LF) réflexif (et méme du type (M)) qui n’est pas réflexif.
Signalons encore le fait souvent commode, et d’ailleurs trivial,
suivant: Une limite inductive (généralisée V) d'une suite d’espaces locale-
ment convexes tonnelés (resp. quasi-tonnélés, resp. bornologiques) est
tonnelé (resp. quasi-tonnelé, resp. bornologique).

La fin de ce N.° sera consacré & quelques exemples types d’es-
paces (DF).

a) Les espaces (E'™), (E) (D1, ™), (Dr,’) définis par L. ScH-
warTz dans [12], tome 2, p. 165 sont des espaces du type (DF), car
ils sont définis comme duals forts d’espaces (F). On verra au § 3,
comme application des théorémes 5 et 7, que tous ces espaces (DF)
sont tonnelés et bornologiques. De méme ’espace (C) des fon-
ctions continues & support compact défini dans loc. cit. est un
espace (DF) tonnelé et bornologique, car ¢’est une limite inductive
stricte d’une suite d’espaces de Banach.
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b) Espaces de fonctions localement holomorphes. Soit V une
variété analytique complexe, K une partie compacte de V; soit
H (K) Vespace des classes de fonctions holomorphes f définies au
voisinage de K, deux telles fonctions étant identifiées si et seule-
ment si elles coincident dans un voisinage de K (“fonctions locale-
ment holomorphes sur K”’). Pour tout voisinage compact F de
K, soit J (F) 'espace des fonctions continues sur F qui sont holo-
morphes 4 intérieur de F, muni de la topologie de la convergence
uniforme (qui en fait donc un espace de Banach), et soit ¢r 'appli-
cation naturelle de J (F) dans H (K). Nous munirons H (K) de
la topologie localement convexe la plus fine qui rende continues les
applications ¢p; cette topologie ne change évidemment pas si on
fait parcourir & F sculement un systéme fondamental de voisinages
de K, par exemple une suite fondamentale de voisinages. Il suit
alors du théoréme 9 que H (K) est un espace du type (DF). Il
est d’ailleurs facile de voir que cet espace est séparé, car sa topo-
logie est plus fine que la topologie ‘“de la convergence uniforme,
sur K, de f et de toutes ses dérivées successives” (topologie dont
la définition correcte serait évidente). De plus, si Fy et Fz sont
deux voisinages compacts de K tels que Fg soit contenu dans l'in-
térieur de Fi, et si on désigne par ¢p, r, 'application naturelle de
J (Fy) dans J (Fg), il suit aussitdt du classique théoréme de Montel
qgue 'image par @r,, Fy de la boule unité By, de J (F1) est relativement
compacte dans J (F2). Comme ¢r, = ¢p, ° @r,, Fy il en résulte que
¢r, (Br,) est une partie relativement compacte de H (K), d’ou
(théorgtme 9) que toute partie bornée de H (K) est relativement
compacte, H (K) est un espace (M) (voir Introduction pour la ter-
minologie). D’ailleurs, H (K) est tonnelé comme limite inductive
d’une suite d’espaces tonnelés, done il est complétement réflexif et
son dual fort est un espace (F) qui est aussi du type (M); par
suite, H (K) est le dual fort d’'un espace E du type (F) et du type
(M). — Signalons qu’il n'est pas difficile de déduire aussi du théo-
réme de Montel que E est méme un “espace de Schwartz” (voir
définition 5 du § 3) ce qui implique que tous les sous-espaces vec-
toriels fermés de BE' = H (K) sont aussi des espaces (DF) tonnelés
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du type (M), duals d’espaces de Schwartz (§ 3, th. 11). En fait,
ce sont méme des espaces “nucléaires” (voir [5] et [8], § 7).

Si K est une partie compacte de R», alors Pespace des classes
de fonctions analytiques de variable réelle définies au voisinage de
K, s’identifie & V’espace H (K) des classes de fonctions analytiques
de variable complexe définies au voisinage de K dans C». Tl est
alors indiqué de le munir de la topologie de H (K) définic ci-dessus,
qui en fait donc un espace (DF) tonnelé et du type (M),

Les espaces H (K), lorsque K est une partie de la sphere de
Riemann, ont été étudiés de fagon détaillée par M. G. K6THE et
moi-méme, ainsi que des espaces fonctionnels analogues et plus
généraux ([11] et [8]).

¢) De nombreux espaces fonctionnels, définis en imposant a
ses éléments d’appartenir & 'un au moins des espaces d’une suite
d’espaces normés (ces conditions étant par exemple des “conditions
de croissance & V'infini"’) sont des espaces (DF) de fagon naturelle. Par
exemple l'espace H des fonctions analyticues entidres de type expon-
entiel, dont les éléments sont les fonctions entidres qui sont majorées
en module par un multiple de I’'une au moins des fonctions de com-
paraisons ¢, ¢x(z) = exp k |2/, sera muni de la topologie localement
convexe la plus fine qui rende continues les applications naturelles
dans H des espaces de Banach Hj suivants: H} est I'espace formé
des fonctions entitres telles que sup |f(2)/or(2)l = Mp(f) < 4+ o, muni
de la norme f — M(f). Un raisonnement analogue & celui employé
pour 'exemple b) montrerait d’ailleurs que H est tonnelé et du type
(M), donc le dual fort d’un espace (M) métrisable et complet. Mais
on peut aussi remarquer que H est vectoriellement isomorphe &
Vespace H({0}) des fonctions holomorphes locales au voisinage de
Porigine, en faisant correspondre & la suite (a,) des coéfficients de
Taylor de f € H (majorée en module par un multiple d’une suite de
la forme 1, kf1!, k3/2!,...) la suite (b,) = (n! a,:), considérée comme
suite des coéfficients de Taylor d'une fonction f définie au voisinage
de Vorigine (cet isomorphisme est d’ailleurs bien connu). Il n’est
pas difficile alors de voir que la topologic que nous venons de dé-
finir sur H est identique & celle définic dans b) pour Vespace H (K)
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avec K = {0} (Cet espace peut d’ailleurs étre considéré comme le
dual de Vespace de toules les fonctions entitres ¢ (z) = Ze¢, 2*, muni
de la topologie de la convergence compacte, & l'aide de la forme
bilinéaire <(b,), (cx) > = Zb, ca; voir par exemple [11] et [8] pour
plus de détails et de généralité).

Un autre exemple analogue au précédent mais qui ne se raméne
plus & V’exemple b), est P'espace des fonctions entidres d’ordre fini,
i.e. 'espace des fonctions entitres f qui sont majorées en module
par un multiple d’au moins une des fonctions de comparaison ¥y,
Y1 (2) = exp |2|* avec la topologie limite inductive naturelle. Le lec-
teur pourra se convaincre facilement que c’est encore un espace
(DF) tonnelé et du type (M). On peut méme montrer encore
que c’est le dual d’un espace de Schwartz (définition au § 3) et
méme d’un espace ‘“nucléaire” ([51).

Autres exemples analogues: Espace des fonctions continues sur
R" qui sont & croissance lente, i.e. majorés en module par un poly-
ndme; espace des fonctions f localement sommables sur R* (ou des
mesures sur R") qui sont ‘4 croissance lente en mesure”, i.e. telles
que \(r)= [z <, | f(x)ldx soit fonction de r majorée par un polynéme;
plus généralement, espace des fonctions localement dans L? qui
sont ‘4 croissance lente au sens de L?”, ce qui signifie: majorées
en module par le produit d’un polynéme et d’une fonction de L?.
Tous ces espaces sont encore tonnelées et bornologiques comme
limites inductives d’espaces normés, mais ils ne sont pas réflexifs,
sauf dans le dernier exemple pour p = 1 et p # .

d) Espaces d’applications linéaires. Il y a lieu d’espérer que,
du moins sous des conditions assez générales, 'espace L{E, H) des
applications lindaires continues d’'un espace E du type (F) dans un
espace H du type (DF) soit du type (DF) pour la topologie de la
convergence bornée. De toutes fagons, il est bien connu que dés
que E est métrisable et que H admet une suite fondamentale de
parties bornées (i. e. H' fort est métrisable) alors pour toute partie
bornée M de Pespace L(E, H) il existe un voisinage U de 0 dans
E et une partie bornée A de H, tels que u (U) C A pour tout u€ M
(pour cela on regarde les u comme des formes bilinéaires sur EXH’,
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et on est ramené 4 un théoréme classique), ce qui implique que
sous ces conditions, L(E, H) admet une suite fondamentale de
parties bornées. On peut alors considérer sur L(E, H) la topo-
logie bornologique associée i la famille de ces ensembles bornés,
i- e. la topologie dont un systéme fondamental de voisinages de 0
est formé par les ensembles convexes cerclés qui absorbent les parties
bornées. Cette topologie, & priori plus fine que la topologie de la
convergence bornée, fait alors de L(E, H) un espace (DF) borno-
logique. Malheureusement, 1l n’est pas certain, méme si H est un
espace bornologique (et & fortiori un espace du type (DF) que les
deux topologies précédentes sur L(E, H) coincident; je l'ignore
méme dans le cas ot E ou H serait un espace de Banach et ne con-
.nais de résultat positif que sous des conditions beaucoup trop res-
trictives (E ou H étant un espace ‘“‘nucléaire”).

Un cas particulier du probleme: “L(E, H) est-il du type (DF)
pour la topologie de la convergence bornée quand E est du type
(F) et H du type (DF)?” est le suivant: 'espace des formes bili-
néaires continues sur le produit de deux espaces E et F du type
{F), muni de la topologie de la convergence uniforme sur les produits
.de deux parties bornées, est-il du type (DF) (i.e. le théoréme 1 se
généralise-t-il au cas des espaces de formes bilinéaires) ? Sous cette

forme, nous rencontrerons encore cette question dans des articles
ultérieurs.

5. Application aux espaces (LF)

Dans ce N.°, nous généralisons aux espaces (LF) de J. Dirvu-
DONNE et L. ScHWARTZ certains résultats des N.°s précédents. Un
article ultérieur donnera quelques résultats sur les limites indue-
tives plus générales d’espaces (F), avec des applications & divers
espaces fonctionnels introduits par L. Scawartz. Il est certain
que les limites inductives généralisées sont bien plus fréquentes en
pratique que les limites inductives initialement considérées par ces
auteurs; nous réservons i ces derniéres le terme de limites induc-
clives sirictes, étant entendu pourtant que 'on n’assujettit pas les
espaces E, (formant une suite croissante de sous-espaces vectoriels
de E, munis de topologies localement convexes compatibles, E,
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étant fermé dans E,.;) 4 étre des espaces (F). Alors E, est encore
fermé dans E et sa topologie propre identique 3 la topologie induite
par E, et une partie bornée de E est contenue dans un des espaces
E,. (démonstrations identiques & celles de [3]). Nous conservons
Je nom d’espace (LF) aux limites inductives strictes d’une suite
d’espaces du type (F).

Soit E une limite inductive stricte d’une suite croissante d’es-
paces localement convexes E,. L’application identique ¢, de E,
dans E étant un isomorphisme dans, Papplication bitransposée
¢, est un isomorphisme de E,” dans E” pour les topologies “na-
turelles” des biduals (voir Introduction). D’autre part, comme
On=@n+1 ® Un, OU U, est Papplication identique de E, dans E,4, on
aura @, =@n’’ ° u,’, donc les E," s’identifient & des sous-espaces
vectoriels topologiques de E’, formant une suite croissante de sous-
espaces. Enfin, la réunion des E,”” est E; en effet, si z € E”, ¢
est faiblement adhérent & unc partie bornée A de E, or A est
partie bornée d'un E,, d’oll résulte aussitdt que z € E,”. Soit T;
la topologie sur B’ limite inductive de la suite des E,”. Il est
immédiat, par définition méme de la topologie limite inductive,
que T; est plus fine que la topologie de bidual. Il n’est pas certain
qu’elle lui soit identique. Mais on a l'immédiate

ProrosITION 6. Soit E wune limite inductive siricte d'une suile
de sous-espaces vectoriels E,. Alors les formes linéaires faiblement
continues sur E" sont celles dont les restrictions auz espaces E,” sont
faiblement continues. (Noter que la topologie faible propre de E,”
est évidemment identique & la topologie induite par E” faible).

En effet, soit X’ une forme linéaire sur E’ dont les restrictions
aux E,”’ sont faiblement continues; soit 2’ la restriction de X’ &
E, on aura évidemment z’ € E’. Montrons que <z,z’ > = <z, X’>
quel que soit z € E”. En effet, on voit par continuité faible que
ces deux formes en x coincident sur chaque E,”’, donc aussi sur
leur réunion E”. ,

CororraIRE 1. Supposons chaque E,” faiblement fermé dans
E,..."". Alors la topologie faible, la topologie naturelle et la topologie
de limite inductive Ty sur E” donnent les mémes parties bornées.
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En effet, comme la proposition 6 signifie que la topologie faible
sur E' donne les mémes formes linéaires continues que la topologie
limite inductive des E,’’ faibles, il suit que les parties bornées sont
les mémes pour ces topologies, et par suite toute partie bornée de
E" faible est contenue dans un E,”’ et bornée dans E,” faible, done
aussi bornée dans E,”” muni de sa topologie de bidual (voir Intro-
duction) donc enfin bornée pour la topologie T; sur E” limite in-
ductive des E,’”” {munis de leur topologie de bidual).

CoroLLAIRE 2. St chaque E,' est faiblement fermé dans Enn
et st les B, sont distingués, alors B est distingué.

C’est une conséquence immédiate du corollaire 1.

Notons que le fait que E,' soit faiblement fermé dans E,.," signi-
fie en vertu des théortmes classiques de dualité faible, que Pap-
plication canonique de E,.' sur E,’ est un homomorphisme pour
les topologies o (B, Enn’’) et o (E,', E,"), & fortiori suffit-il que
ce soit un homomorphisme pour les topologies fortes. Compte
tenu du théordme 8, on obtient done la premitre partie du

Tukorime 10. Soit E un espace localement convexre, limite in-
ductive stricte d’une suite d’espaces localement convexes métrisables
distingués. Alors E est distingué, et son dual fort est tonnelé et bor-
nologique.

Que E soit distingué résulte de ce qui préctde; cela signifie aus-
si que E’ fort est tonnelé, fait qui pourra d’ailleurs aussi étre re-
gardé comme conséquence du fait que E’ fort est bornologique
(puisque E’ fort est complet). Or, ce dernier résultat peut en effet
se démontrer directement, comme conséquence immédiate du théo-
réme 7 et du

LemME 5. Soit E un espace localement convexe, limite inductive
siricte d'une suite d'espaces E,, et soit U une partie convexe cerclée
de E' qui absorbe les parties équicontinues. Alors il existe un indice
n tel que U contienne le polaire (E,)° de E, dans E'. Si de plus ¢n
est Vapplication canonique de E’ sur E,', Vensemble Un des =’ € En"
tels que @, 1 (x') C U est alors un ensemble convexe cerclé dans E,”
qui absorbe les parties équicontinues.

(Sous les conditions du théoréme 10, il suit donc que U, est un
voisinage de 0 dans E’ fort — car E’ fort est bornologique en vertu
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du th. 7 —donc que U D ¢, (U,) est un voisinage fort de 0 dans
E’). — 8i, sous les conditions du lemme, on n’avait (E,)° C U
pour aucun 7, alors il existerait pour tout » un z, € (E,,)"f\CU.
Or la suite des nx, serait alors équicontinue, car pour tout En, la
suite des restrictions & E, serait équicontinue (puisqu’elle finirait
méme par rester nulle); et d’autre part U n’absorberait pas cette
suite, d’ol contradiction. Il est alors évident que l’ensemble U
de Pénoncé du lemme est convexe cerclé, montrons qu’il absorbe
toute partie équicontinue A de E,’. Mais cela résulte aussitdt du
fait que A est contenue dans 'image par ¢, d’une partie équicon-
tinue de E’ (voir (%)).

Notons que le théordme 10 et sa démonstration sont valables
chagque fois que les E, sont des espaces quasi-tonnelés dont les duals
forts sont bornologiques: alors E’ fort est bornologique et tonnelé.

Le lemme 5 permet aussi de démontrer facilement la généra-
lisation suivante du théoréme 6: L

Prorosition 7. Soit E un espace localement convexe limite in-
ductive d’une suite d’espaces métrisables E,. Alors toute partie con-
vexe cerclée de E' fort qui absorbe les parties bornées, contient une
partie convexe cerclée et fermée absorbant les parties bornées. Donc
tout ensemble de formes linéaires sur E', uniformément bornées sur
toute partie bornée de E', est contenue dans Uadhérence faible d'une
partie bornée de E”’. De plus, toute partie bornée de E" est contenue
dans un espace E,”.

II suffit d’appliquer le lemme 5 et et le théoréme 6.

Voici enfin un eas, un peu trop particulier il est vrai, ol le bi-
dual d’une limite inductive s’identifie 4 la limite inductive des

biduals:

ProrosiTion 8. Soit E un espace localement convere, limite in-
ductive stricte d’une suite d'espaces normables E,. Alors la topologie
du bidual E'' est identique a la topologie limite inductive des espaces
B

n *

(5) Cela se démontre comme conséquence immédiate du théoreme de Hahn-Banach: Dire
qu'une partie 4 de E est équlcontmue signifie qu’elle est contenue dans le polaire d'un voisi-
nage de 0 dans F, voisinage qu’on peut supposer de la forme ¥V N F, ot V est voisinage convexe

cerclé ot fermé de 0 dans E. Le théordme de Hahn-Banach exprime alors précisément que A
est contenu dang l'image canonique du polaire Ve de V dans E’.
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Il suffit de montrer que tout ensemble convexe cerclé V dans
E" qui est voisinage de zéro pour la topologie limite inductive T4,
i e. qui coupe chaque E," suivant un voisinage de zéro, contient
le polaire d’une partie fortement bornée de E’, i. e. un ensemble
convexe cerclé faiblement fermé U qui engendre E”. Comme E’
fort est un espace du type (F), il résulte d’un théordme de Banach
(voir [3], th. 5 qui donne le résultat, U étant convexe) que, pour
que U soit faiblement fermé, il suffit que son intersection avec toute
partie bornée et faiblement compacte le soit, donc aussi que son
intersection avec tout E,’” le soit. On construit alors par récur-
rence une suite de voisinages forts faiblement compacts U, dans les
E,”, de telle fagon que l'on ait U, C V, U,y N E,” = U, pour
tout =; il suffira ensuite de poser U = U,"U,. Pour montrer la
possibilité de la récurrence, on la suppose faite jusqu’au rang =,
et on construira alors U,y en commengant par prendre un voisina-
ge fort faiblement compact V.. de 0 dans E,.’/, convexe, cerclé
et contenu dans V, et tel que V.M B,/ C U, ce qui est évidem-
ment possible. Posons alors Uny = T' (Uy, Vi), on aura Upa N
N E,” = Uy, Upn TV, enfin Upy est faiblement compact, comme
enveloppe convexe cerclée de deux ensembles convexes, cerclés et
faiblement compacts. La proposition 8 est démontrée.

CoroLLAIRE. Le dual fort d'une limite inductive stricte d’une
suite d'espaces normables est un espace (F) distingué.

En effet, le dual de ce dernier est tonnelé. — Mais ce résultat
est aussi contenu dans le théoreme 5, qui est bien plus général.

Remarque 11. Il y a lieu de se demander si la proposition 8
reste valable pour une limite inductive généralisée d’une suite
d’espaces normables, ce qui équivaut d’ailleurs & la question: le
dual d’un espace (DF) quasi-tonnelé est-il distingué, ou encore:
son bidual est-il tonnelé? 11 est d’ailleurs facile de se ramener au
cas ol V'espace est complet. Notons que la réponse est affirmative
si les parties bornées de H sont métrisables (voir § 3, remarque
13), ct qu’il semble plausible d’autre part que les parties bornées
d’un espace (DF) quasi-tonnelé soient toujours métrisables (ce qui
serait une réciproque du th. 5).
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II. EXEMPLES DIVERS
1. Un espace (F) non distingué

M. G. Kétae a donné un exemple trés simple d’un espace E
du type (F) dans le dual duquel la topologie forte n'est pas bornologi-
gue, 1l en résulte, compte tenu du théortme 7, que E n'est pas dis-
tingué. Nous reproduisons cette construction avee la permission
de M. G. KotHE, en modifiant légérement son raisonnement pour
obtenir méme wune forme linéaire sur E', bornée sur los parties bor-
nées, el qui n'est pas fortement continue; il revient au méme de dire,
d’aprés le th. 6, corollaire 2, qu’il eriste dans E' une partie bornée
qui n’est pas faiblement relativement compacte.

Soit E 1'espace ‘‘échelonné” construit sur ’ensemble d’indices
N X N (N = ensemble des entiers > 0) défini par la suite des suites
doubles a™, olt on pose

‘ i sii<n
Gi’j(")z { JSZ__n

lsii>n

i. e. l'espace des suites doubles (r;) dont le produit par chaque
a™ = (a;") est une suite sommable, espace muni de sa topologie
naturelle d’espace (F). Soit €, la partie bornée de E’, ensemble
des (z;") tels que |ay,|<ay;™ pour tout (z, 5), les homothétiques des
(', forment une famille fondamentale de parties bornées de E’ (véri-
fication facile; pour la théorie des espaces échelonnés de Kothe,
voir {10]). — Pour tout “indice de ligne” 7,, et toute suite (k;) de
nombres entiers positifs, soit M (4, (ki)) Vensemble des indices
(¢,7) tels que ¢ > 4,, j = ki. Ces ensembles M (3, (k;)) forment
manifestement une base de filtre & dans P’ensemble N X N, et
pour tout (z;/) = &’ € Cy, il existe un M ¢ & tel que |z;/|<1 pour
(7,7 € M. 1l en résulte que, si ¥ est un ultrafiltre plus fin que
P, alors pour tout z’'=(z;) € E’, lim z;;// =¢ (') existe et si
2’ € Cp, on a [¢ @) < 1. D’autre part, ¢(z) est évidemment une
forme linéaire sur E’, comme limite faible de formes linéaires (sa-
voir les formes coordonnées), c’est donc une forme linéaire bornée
sur les parties bornées de E’. Montrons que ¢ n’est pas fortement
continue, i.e. qu'il n’existe pas de voisinage fort V de zéro dans E’

SUMMA BRASILIENSIS MATHEMATICAE, vol. 3, fasc. 6, 1954



SUR LEs ESPACES (F) T (DF) 89

tel que ¢ (z)] £ 1 pour '€ V. On peut supposer que V est
Yadhérence faible d’un ensemble I',, ¢, C,,, ol les €, forment une suite
de nombres >0 arbitraire. Comme I', €, Cr,D Z,(€,/2")C,, (le symbole
Zn An désignant Vensemble des sommes finies d’éléments pris resp.
dans des 4, d’indices distincts) on peut aussi supposer que V est
Padhérence faible d’un ensemble 2,0, C, (en posant o, = €,/27).
Mais pour chaque n, soit k, un entier assez grand pour que Von ait
(eny’ désignant I'élément de E’ dont toutes les coordonnées sont
nulles, sauf celle suivant (n, 7) qui est égale & 1) 2¢,/ € a, C, pour
tout j = k, (c’est possible, il suffit que Von ait 2 < «, ky) et soit
x5 =2 Ze,;’ (somme faible pour j=k,). On az,/ € @, C,, d’autre part
la série Z,x,’ converge faiblement dans E’, car les sommes partielles
restent dans ensemble faiblement compact 2 C, et la série converge
suivant chaque coordonnée (done, sur en ensemble total de E).
La somme 2’ de cette série est alors dans V, comme limite faible
d’une suite dans Z,a, Cn, et d’autre part on aura ¢(z') =2, ce
qui démontre notre assertion.

Compte tenu de la proposition 4, on voit de plus que, si on con-
sidére E comme plongé dans le produit topologique F d’une suite
d’espaces de Banach (qu’on peut d’ailleurs prendre tous isomor-
phes & Uespace I! des suites sommables) alors la topologie forte du
dual de E n'est pas identique a la lopologie quotient de F’ fort. La
topologie quotient donne méme un dual strictement plus grand, car,
cette topologie étant bornologique puisque F’ fort est bornologique
{comme somme directe topologique d’espaces de Banach), les for-
mes linéaires continues pour cette topologie sont exactement les
formes linéaires bornées sur les parties bornées de E’, formes qui
peuvent n’étre pas continues pour la topologie de dual fort.

2. Contre exemples divers relatifs aux espaces (LF)

L’exemple suivant, qui généralise et simplifie une construction
de G. Kotue ([9], § 5) nous donnera un grand nombre de contre
exemples relatifs aux espaces (LF). — Soit I un ensemble d’indices,
on considere des espaces de fonctions a valeurs complexes définies
sur I, qui contiennent toutes les fonctions qui s’annulent en dehors
d’un ensemble fini d’indices. Deux tels espaces E, E’ seront con-
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sidérés comme mis en dualité, si quels que soient z € E, 2’ € B/, la
série Z;x; z;" est absolument convergente, et on pose alors<z, z'> =
=Zgzx/. Soient alors (E, B'), (\, \') et (u, u') trois couples de tels
espaces en dualité, on suppose que lon ait

) E=ANpu 2 EDN+g 3 E=N+u.

Considérons lapplication linéaire u: z— (z,x) de E dans le pro-
duit F# = N X u (F étant identifié & un espace de fonctions sur un,
ensemble d’indices J produit de I par un ensemble 3 deux indices
{0, 1}, et mis en dualité avec I'espace de suites sur J: F' = N X u').
Cette application est faiblement continue en vertu de 2). Son
image U est ensemble des éléments (r, z) avec x € E, on & donc
pour tout indice ¢ et tout (y, 2) € U: 4 = 2;, et comme 7; et z sont
des formes linéaires continues du couple (y,2) € F (puisque N et
u’ contiennent les formes coordonnées), la relation subsiste pour les
éléments adhérents & U, d’olt suit aussitét que U est fermé (en
vertu de 1) ). « est done une application linéaire faiblement con-
tinue et biunivoque de E sur un sous-espace faiblement fermé U
de F. Sa transposée v’ est donc un homomorphisme faible de F’ sur
un sous-espace faiblement dense V de E’, distinct de E' (ce dernier
point étant en effet exprimé par 3), car on vérifie aussitét que u’ est
Vapplication (y’, 2’) — ¢’ + 2’). Supposons maintenant que E’ soit
un espace métrisable pour la topologie 7 (E’, E); comme tout homo-
morphisme faible d’un espace localement convexe, muni d'une topo-
logie du type 7, dans un espace localement convexe métrisable, est
un homomorphisme fort (voir [3], page 92), v’ sera aussi un homo-
morphisme pour les topologies 7. Nous allons sous ces conditions
noter certains faits, d’aspect pathologique quand on les compare
aux prop‘riétés connues des espaces (F), et qu’on prend par ailleurs
pour E, A, u des espaces de type encore assez simple.

Montrons d’abord qu’on peut choisir les données de telle sorte
que F et F’ solent des espaces (LF) réflexifs séparables, E’ étant un
espace (F) réflexif séparable dont le dual fort est un espace (LF). Pour
ceci, prenons I = N X N (N = cnsemble des entiers naturels) et
adoptons les notations suivantes: si a est un ensemble de suites
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sur N, on désigne par ITa (resp. ) Vespace de toutes les suites
doubles dont toutes les lignes sont dans a (resp. et dont un nombre
fini de lignes seulement sont non nulles). Ces espaces s’identifient
respectivement 4 un produit ou & une somme directe d’espaces
tous identiques & «, dépendant d’un indice parcourant N. 8i «
et o' sont en dualité comme il a ét¢ expliqué plus haut, il en est
de méme de Il et de Zo’. 8i o est un espace (F) pour la topo-
logie 7 (&/, @), et si on munit Z¢’ de la topologie de somme directe
topologique, son dual s’identifie précisément & Il «, il suit que
la topologie 7 (Za/, Ila) est précisément la topologie somme di-
recte, donc une topologie d’espace (LF). On voit de la méme
fagon que si « est un espace (F) pour la topologie 7 (¢, '), alors
T (I ¢, Za’) n’est autre que la topologie forte produit des topo-
logies des espaces facteurs o, IT o est done un espace (F). — Soient
alors trois couples d’espaces de suites sur N en dualité, (a, '),
B,8) et (v,v), o étant un espace (F) pour 7{(a/, ). Pasons

E = Za, A=28, po=1I~, F=XXu
E =11, N =11p§, uo= 2y F'o= NXu’

On vérifie aussitdt que N Nu=ZF N vy, et X' + ' T B’ +v)
et que par suite les conditions 1), 2) et 3) envisagées plus haut sont
verifiées dés que lon a

1/) o = B m ’Y 2’) al D BI + ,Yl 3/) BI # a/
Enfin, E’ sera automatiquement un espace (F). — Ieci, la condition
3 sur «, B’ apparait comme nettement moins stricte que la condi-
tion 3) imposée directement 3 E’, X', u’ et nous pouvons facilement

satisfaire & ces nouvelles conditions en prenant trois couples d’es-
paces de Banach en dualité, par exemple

B=L(N) a=vy=L(N)
B =LaN) o =« =1Lt (N)
aveclfr+1fs=1p+1g=11<r<p <+w
Alors AX u et A’ X ' sont, pour leur topologie 7, des espaces réflexifs
et séparables du type (LF), sommes directes d’espaces du type (F).
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Nous allons maintenant, des conditions générales envisagées au
début, déduire les conséquences pathologiques annoncées, et le
choix précédent permettra en particulier d’avoir des contre exem-
ples correspondants dans le cas d’espaces du type (LF), réflexifs et
séparables.

1.°) Le quotient de F’, muni de sa topologie 7, par le sous-
espace fermé U° est non complet, car isomorphe & un sous-espace
non fermé de E’. En particulier, un espace quotient d’un espace
du type (LF) réflexif peut n’élre pas complet, el & fortior: n’étre pas
un espace (LF).

2.9) 1l existe dans F’'/U° (isomorphe 3 un sous-espace non fermé
d’un espace (F)) des ensembles bornés non faiblement relativement
compacts, ce quotient n’est donc pas réflexif, bien que F’ puisse
étre choisi complétement reflexif; et de méme le sous-espace fermé
U de Vespace complétement réflexif F n’est pas complétement * ré-
flexif, puisque son dual fort n’est pas réflexif.

De plus, supposant F' réflexif, il existe des parties bornées de F'|U°
qui ne sont pas contenues dans Uimage canonique d'une partie bor-
née de F' (autrement elles seralent toutes faiblement relativement
compactes), et le dual fort de ce quotient ne s'identifie donc pas ay
sous-espace U de F muni de la topologie induite par la topologie forte
de F. — En particulier, un espace quotient d’un espace (LF) réflexif
peut n’étre pas réflexif, et un sous-espace vectoriel fermé d’un es-
pace (LF) réflexif peut n’étre pas complétement réflexif; ce sous-
espace ne peut donc &tre du type (LF), puisqu’il n'est pas tonnelé.
On le voit encore d’une autre facon:

3.°) Le dual du sous-espace U de F muni de 7 (U’, U), est non
complet (car isomorphe & F'/U° avec la topologie quotient de la
topologie 7 de F’). Il peut donc exister, dans un espace (LF) réflexif,
un sous-espace fermé qui n'est pas du type (LF), son dual n’élant
pas méme complet.

Soit maintenant 2’ € E’ )" V, il définit une forme linéaire non
continue z’ sur U, dont les restrictions aux parties bornées de U
sont pourtant faiblement continues, z’ étant en effet limite, uni-
forme sur les parties bornées de U, de formes linéaires continues,
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{noter que I’ appartient au complété de U’ fort). Le noyau de
z' est donc un sous-espace non fermé de F dont V'intersection avec
toute partie bornée et fermée est fermée. Cela nous donne, 4 deux
points de vue différents:

- 4.°)  Un sous-espace d’un espace du type (LF) réflexif peut couper
les sous-espaces du type (F) suivant des fermés, sans élre fermé.

5.°) Dans le dual d'un espace (LF) réflexif, ¢l peut exister un
sous-espace non fermé dont Uintersection avec toul ensemble faible-
ment compact soit jaiblement compacte. A fortiori, la topologie T
de la convergence compacte du dual n’est pas la plus fine des topologies
induisant sur les parties bornées la topologie faible.

6.°) On peut trouver une application linéaire continue d’un
espace (LF) réflexif sur un sous-espace fermé d’'un espace (LF) ré-
flexif, et qui ne soit pas un homomorphisme faible. On peut trouver
un homomorphisme faible et fort d’un espace (LF) réflexif sur un
sous-espace non fermé d’un espace (F) réflexif.

On peut construire, sur le modele précédent, des contre exemples
portant sur d’autres classes remarquables d’espaces. Ainsi, une
construction olt F’ soit un espace (LM) (i. e. un espace (LF) du
type (M)) s’offre assez aisément, on voit méme que F’' peut étre
choisi isomorphe & une somme directe infinie dénombrable de pro-
duits topologiques infinis dénombrables de n’importe quel espace
de suites x, sous réserve que X ne soit pas identique & l'espace w
de toutes les suites; E’ étant précisément isomorphe & w. (¥En
particulier, on pourra alors prendre pour X un espace (F) du type
(M), et F’ sera un espace du type (LM) ). — Pour le voir, reprenons
les conditions 17), 2’), 3’) envisagées plus haut, mais en supposant
que les espaces sur lesquels elles portent soient des espaces de suites
doubles, ce qui ne change évidemment rien aux considérations faites.
Si alors x est un espace de suites simples, désignons par I'x
resp. 2'x, Pespace des suites doubles dont toutes les colonnes
sont éléments de x (resp. et dont un nombre fini seulement de co-
lonnes sont non nulles); ces espaces se déduisent canoniquement
des espaces analogues IIx et Zx par symétrie autour de la
diagonale dans 'ensemble d’indices N XN, et ce qui a été dit pour
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ces derniers se transpose évidemment mot & mot. Posons alors
pour un couple en dualité queleconque (x, x)

B=2x", v=2Zx, Bf=I0Ox, ~ =1I%

On constate immédiatement que @ = 8 My = ¢ (N XN) (ensemble
des suites doubles dont un nombre fini de coordonnées seulement
sont non nulles) on peut donc prendre o = w (N XXN), ensemble
de toutes les suites doubles, a’ est un espace (F) du type (M), et
toutes les conditions voulues sont vérifiées pourvu que x # w (N).
Alors, sur I'expression F/ = II 8’ X Zv’, on voit que F’ est iso-
morphe & une somme directe dénombrable de produits topologi-
ques dénombrables d’espaces tous identiques 3 X.

Signalons aussi qu’au N° suivant nous construirons entre autres
un sous-espace vectoriel fermé d'une somme directe topologique d’une
suite d’espaces de Hilbert, qui ne soit pas un espace (LF). Voici
enfin des considérations trés simples qui donnent un grand nombre
d’exemples d’espaces quotients d’espaces (LF), qui ne soient pas
des espaces (LF). Si E est un espace (F) quelconque, il est iso-
morphe & un sous-espace vectoriel d’un espace F qui est produit
topologique d’une suite d’espaces de Banach F;. Sous des con-
ditions convenables (par exemple si les F; sont réflexifs, plus géné-
ralement si & est distingué — voir th. 8 —) on peut donc affirmer
que le dual fort de E s’identifie & un espace quotient de F’ fort.
Or F’ fort est isomorphe 3 la somme directe topologique Z;F;’ des
espaces F;’, donc E’ est isomorphe & un quotient d’une limite in-
ductive stricte d’espaces de Banach. Mais on peut choisir les
données facilement de sorte que E’ fort ne soit pas un espace (LF),
il suffit par exemple qu’il existe dans E’ fort une partie bornée telle
que l’espace vectoriel qu’elle engendre soit dense (en supposant de
plus que E' fort n’est pas du type (F), ¢’est & dire E non normable).
Ainsi, espace (E) de L. ScHwARTz construit sur le segment (0, 1)
est isomorphe & un sous-espace vectoriel d’un produit d’espaces de
Hilbert (®) et dans son dual existe une partie bornée totale (p. ex.
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Yensemble des masses ponctuelles +1 placées aux divers points
‘du segment), 'espace qu’elle engendre est fortement dense puis-
que (E) est réflexif. Par suite, un espace quotient d’une somme
“directe d’une suite d’espaces de Hilbert peut n’éire pas un espace (LF).

3. Parties bornées d’un espace quotient

Soit E un espace localement convexe, F un sous-espace vectoriel
Adermé. Le dual de V’espace quotient E/F s’identifie vectoriellement
4 Vorthogonal F°o C E’ de F. Dire que la topologie forte de ce
dual g’identifie & la topologie induite par la topologie forte de E,
est équivalent & dire que toute partie bornée de E/F est contenue
dans Padhérence de 'image canonique d’une partie bornée de E.
Si E est réflexif, cela impliquerait donc que E/F le soit. Nous
allons voir que cela peut ne pas étre le cas méme si E est un espace
{F) du type (M) (i. e. dont les parties bornées sont relativement
.compactes). En effet, la construction qui suit donne un espace
E du type (F) et (M) dont un espace quotient E|F est isomorphe
Uespace non réflexif I' des suites sommables; la topologie forte du duaj
de E[F n’est donc pas celle induite par la topologie forte de E’, ces
deuz topologies donnant méme des duals distincts; car la bitransposée
de Vapplication canonique de E sur EJF n’est pas une application de
E" sur (E/F)"” (son image étant évidemment E/F). Nous cons-
truisons plus généralement, pour tout p tel que 1 < p < + o, un
espace E, du type (F) et (M) dont un espace quotient E[F soit iso-
morphe a Uespace IP des suiles de puissance p.éme sommable; on voit
donc qu'il existe pour p > 1 dans E[F des pariies faiblement com-
pactes qui ne sont pas contenues dans U'image canonique d’une pariie
‘bornée de E (car elles seraient alors compactes).

Pour ceci, on considére 'espace ‘“‘échelonné d’ordre p”’ K, sur
Vensemble d’indices N X N (N ensemble des entiers naturels),
"défini par les suites doubles a® définies par

a;™ = {]" si 1 < n,
" sti =,
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1. e. ’ensemble des suites doubles (z;;) = z dont le produit par tout
a®™ soit de puissance p.me sommable, espace muni de sa topologie
naturelle d’espace (F). Il résulte alors d’un critere assez fin de G.
Korag ([10], page 324) (") que E est du type (M). — Le dual Ef
de E, s’identifie & 'espace des suites doubles z’ = (z;;/) qui sont ma-
jorées en module par le produit d’une a™ convenable par quelque
suite double de puissance g.tme sommable (ot 1/p+1/q = 1).

Désignons par 1P Vespace des suites simples de puissance p.eme
sommable, son dual s'identifie donc & l¢. Pour tout z = (z;) € Ey,
soit u,(z) la suite simple donnée par (uy(z)); = Zizs;. Si (y) est
une suite € 12, on a Z;ly (u,{x) )] < Zi; Iy 2], et comme la suite
double u,’ (y") donnée par
) W' @) )is =y
est manifestement € (E,), d'od Zly, ;] <--c, on voit que
Zily (up(x) )] <+w. Cela étant vrai pour tout y’ € I?, on en
conclut que u,(z) € l,; et de plus, le caleul précédent donne aus-
sitdt, pour z € E, ¢y’ € I

< u(m), y'> = <z, wWpy') >

d’ott suit que Papplication linéaire z — u, (z) de E, dans I? est
continue, et a pour transposée 'application wu,” donnée par (1).
Nous allons montrer que u, est méme un homomorphisme de E,
sur 17, ce qui justifiera les assertions du début de ce N.°© — II re-
vient au méme de dire que w,’ est une application biunivoque de I
sur un sous espace faiblement fermé de (E,)' (voir [3], th. 7). La
biunivocité est immédiate sur Uexpression (1). D’autre part, toute
suite double (z;;) dans l'image de 19 par u,’ est évidemment cons-
tante suivant 7. Mais la réciproque est vrale, car cela implique,
puisque 2z’ = (z:;;') est majorée en module par le produit d’une a®™
par une suite double de puissance q.tme sommable, que sur la
ligne d’indice 7 = n (ligne sur laquelle a®) est constante) z;;’ doit
étre de puissance g.2me sommable, d’olt résulte aussitét que z’
est de la forme wu,’(y’). Comme Despace des z’ € (E,)" qui sont

(7) M. K&THE n’énonce son théoréme que pour p = 1. La généralisation & p quelconque
n'offre pas de difficulté, et est traité par J. Dieudonné et A. Pereira Gomes dans C.R. t. 230, pp.

1129-1130, 1950.
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constantes suivant chaque colonne est évidemment faiblement fermé,
la démonstration est achevée.

F désignant le noyau de u, dans E = E,, il est facile de voir
que méme sur la “boule unité” B de F° C E', les deux topologies
Jortes me coincident pas. Autrement, il existerait un voisinage fort
V de 0 dans E’ tel que VN B C1/2 B, d’ott on déduirait aussitét
V M\ Fe C B, donc que la topologie induite sur Fe par la topologie

forte de E’ est plus fine que celle définie par la boule B, ce qui
n’est pas.

On peut aussi noter que, la boule unité de P étant séparable,
il existe une suite bornée de formes linéaires sur F°, continues pour
la topologie induite par E’ fort, mais non équicontinue pour cette
topologie. Ainsi, F° est un sous-espace d'un espace du type (DF)
tonnelé et bornologique et du type (M), sans éire lui-méme du type
(DF) ni tonnelé ni bornologique (voir remarque 2 aprés le théoréme
2).

A partir du contre exemple précédent, on peut en déduire d’au-
tres en appliquant la proposition stivante:

ProrosiTioN 9. Soit G un espace localement convexe métrisable,
F un sous-espace vectoriel fermé tel que sur son polaire F° C G, les
deux topologies fortes naturelles coincident (resp. donnent le méme dual).
Si E est un sous-espace vectoriel distingué de G contenant F, la méme
assertion sera valable pour le couple (E, F).

Démonstration Soient E°, F° les polaires de E, F dans G'
(E° C F°). F’ ¢identifie vectoriellement 3 G'/E°, etle polaire de F
dans E’' au sous-espace F°/E° de E’ = G’[|E°. Par hypothése, les
deux topologies fortes sur F° — topologie induite par G’ fort, et
topologie du dual fort de G/F — sont identiques (resp. donnent
le méme dual), il en est done de méme de leur quotient par E°. La
premidre T de ces topologies quotient est aussi la topologie induite
sur Fe/E°, considéré comme sous-espace de G'[E°, par la topologie
quotient de la topologic forte de G’ par E°; or, E étant distingué,
cette topologie sur G’/E° est aussi la topologie du dual fort de E
(th. 8) de sorte que T4 est précisément la topologie sur Fo/E°, polaire

de F dans E' = G'[E°, induite par E’ fort. La deuxitme topologie
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quotient T2 sur Fo/E° est la topologie quotient de la topologie forte
sur F° du dual fort de G/F; or G/F D EJF, et le polaire de E/F dans
le dual F° de G/F s'identifie & E°; par suite, T: est plus fine que la
topologie T2 du dual fort F°/E° de E/F. Donc, d’aprés Ihypo-
theése sur Ty et T», T) est plus fine que T2’ (resp. donne un dual
plus grand que T2'). Mais d’autre part, il est vrai en toute géné-
ralité que Ty’ est plus {ine que T (et en particulier donne un dual
plus grand que Ty). Il suit que 75 = T3’ (resp. que T; et To
donnent le méme dual) cgpd.

Nous avons construit au début de ce N° un couple (F, E) d’un
espace B = E, du type (F) et (M) (F est done distingué) et d'un
sous-espace fermé F, tel que sur Pespace orthogonal de F dans E,
les deux topologies fortes soient distinctes (et, si p=1, ne donnent
pas le méme dual). Si alors on “plonge” E dans un espace G du
type (F) quelconque, il résulte de la proposition qui précéde que sur
Porthogonal de F dans G, les deux topologies fortes seront distinctes,
et donneront méme, si p = li des duals distincts. Par exemple,
comme E est un espace “échelonné d’ordre p”’, on voit immédiate-
ment que F, est isomorphe & un sous-espace d’un produit topolo-
-gique dénombrable d’espaces tous isomorphes & 7. Par suite, pour
1 <p <+ o, il existe un sous-espace vectoriel F de Vespace G =
II Ip, produit d’une suite dénombrable d’espaces tous isomorphes @
2, tel que sur le polaire F° de F dans @, les deux topologies fortes
-sotenl distincles, et, si p = 1, donnent méme des duals distincts.
-DYailleurs, F peut étre choisi du type (M).—Comme le dual fort de
G <identifie & une somme directe Z!? d’une suite d’espaces tous
isomorphes & 19, on voit donc que la topologie induite sur le sous-
espace fermé Fo par Pespace (LF) G = 312 (somme directe d'une
sutle d’espaces 19) est distincte de la topologie limite inductive natu-
relle sur F°, et donne méme, pour p = 1, un dual distinct (cette der-
nidre topologie est en effet A priori encore plus fine que la topologie
de dual fort de G/F). En prenant, pour p = 1, une forme linéaire
sur F° continue pour cette derniere topologie, mais non pour la
topologie induite, on trouve un sous-espace N non fermé de Uespace
(LF) G' = ZI°, dont Vintersection avec tout sous-espace du type (F)
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‘est fermée. Cela redonne donc des contre exemples pour des pro-
blemes déja résolus au N.° 2, mais ce-fois ci avee des sommes di-
rectes d’espaces de Banach (et méme d’espaces de Hilbert pour le
premier). Notons encore que toute partie bornée de G étant
contenue dans une somme H d’un nombre fini de facteurs ™ de
217, il en résulte aussitét que sur toute partie bornée de Fo, les
deux topologies fortes (topologie induite et topologie de dual fort)
coincident, car sur H M F° ces deux topologies sont évidemment
identiques (elles sont toutes les deux normées). L’espace N pré-
cédent nous donne alors exemple d’un sous-espace non fermé duw
dual fort de Uespace G = ILI' dont Vintersection avec toute partie
bornée et fermée est fermée. A fortiori, lu topologie forte de G' n'est
pas lao plus fine des topologies induisant sur les parties bornées la
topologie forte (voir remargque 5 aprés le th. 3).

Au lien de plonger Vespace E, dans un espace IIl?, on pour-
rait le plonger aussi dans Vespace C(I) des fonctions continues sur
Vintervalle ouvert (0,1), muni de la topologie de la convergence
compacte, car il est facile de vérifier que tout espace (F) séparable
est isomorphe 4 un sous-espace vectoriel de C(I) (]). On voit done
que dans C(I) existe un sous-espace vectoriel fermé F tel que les
deux topologies fortes sur son polaire Fe soient distinctes, et donnent
des duals distinets.

Dans ce qui précéde, nous avons vu qu'un espace gquotient d’un
espace (F) réflexif (et méme du type (M) peut n’étre pas réflexif.
Il est pourtant possible de délimiter des cas assez usuels ot il n’en
est plus ainsi, en introduisant la

DEriNiTION 2. Un espace localement convere B est dit totalement

réflexif, si tout espace quotient de E par un sous-espace vectoriel fermé
F est réflexiy.

(8) En effet, il est facile de voir que tout espace (F) séparable est isomorphe & un sous-
espace d'un produit d'une suite d’espaces de Banach séparables E;. Comme tout espace de Ba-
nach séparable est isomorphe 4 un sous espace vectoriel de 'espace E, des fonctions continues sur
le segment compact (0,1), on peut supposer tous les E; isomorphes & E,. Enfin, il est facile de
plonger ce produit dans C (1) en considérant une suite (K;) (i = ... —1,0,1,2, ...) de segments
compacts dans I, disjoint deux A deux et s'accumulant en 0 et 1, en identifiant chaque Ei a C
(K;) et E & 'espace des fonctions continues sur l'espace localement compact M = U K;; enfin

C (M) se plonge dans C(I) en prolongeant chaque feC (M) par linéarité dane les intervalles
ontigusc aux K.
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On fera attention que cette définition n’implique nullement que
pour tout sous-espace vectoriel fermé F, les deux topologies fortes
fur F° coincident, mais seulement qu’elles donnent le méme dual.
Ainsi, nous avons vu que méme si ¥ est Iespace E, construit plus
haut, ou Pespace II 17, les deux topologies fortes sur F° peuvent
étre distinctes, tandis que ce qui suit montrera que E, et II I
sont pourtant totalement réflexifs pour p > 1. On notera ausst
que bien que E, soit un espace du type (M) et totalement réflexif,
il posstde un quotient qui n’est pas un espace du type (M). —
L’intérét de la définition 2 réside dans la

Prorosition 10. Un espace quotient, un sous-espace vectoriel
Jermé d'un espace totalement réflexif est totalement réflexif. Un es-
pace E =11 E;, produit topologique d’une suite d’espaces E; tel
que le produit d'un nombre fini d’entre eux soit totalement réflexif
est totalement réflexif.

La vérification des deux premieres affirmations est immédiate,
car le quotient d’un quotient de E est isomorphe & un quotient de
E, et un quotient d'un sous-espace vectoriel fermé de E est iso-
morphe & un sous-espace vectoriel fermé d’un quotient de £. Pour
la dernidre assertion, il faut montrer que si F est un sous-espace
vectoriel fermé de EF = II E;, alors toute forme linéaire ¢ sur
Fe qui est continue pour la topologie de dual fort provient d’un
élément de E/F i.e est continue pour la topologie faible induite par
E’ faible. Cela revient aussi 3 dire que son noyau ¢ ! (0) est un
sous-espace faiblement fermé de E’, ou encore, d’aprés un résultat
fin de Banach (voir [3], th. 5) que Uintersection de cet espace avee
toute partie faiblement compacte A est faiblement compacte. Mais
E’ étant la somme directe topologique des E;’, A est contenu dans
la somme directe H = Ei' + ... + E,’ d’un nombre fini des EY.
de sorte qu’on est ramené & montrer que ¢! (0) N H’ est faiblement
fermé. Mais en introduisant Vespace Fo M H’, qui est sous-espacc
faiblement fermé de H', done polaire dans H’ d’un sous-espace
vectariel fermé F1 C H = E; + ... + E,, on est ramené, puisque
H est totalement réflexif par hypothése, 4 montrer que la forme
‘@ sur Fo N H’, restriction de ¢ & cet espace, est continue pour la
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topologie forte de F° considéré comme dual de H/F. Mais H/F
g'identifie visiblement_é, E|F + @, ou @ est le produit des E; pour
7> n, et il en résulte aussitdt que la topologic forte du dual de
HIF sur Fo N H' est plus fine que la topologie induite par la topo-

logie de F° considéré comme dual fort de EJF, ce qui achéve la
démonstration.

CoRrOLLAIRE. Tout sous-espuce vectoriel fermé el tout espace

quotient d’un produit d'une suite d’espaces de Banach réflexifs est
totalement réflexif,

En effet, un espace de Banach réflexif est évidemment totalement
réflexif. — Il résulte par exemple aussitdt du corollaire que les es-
paces (Drp) de L. Scawartz [12], t. 2) sont totalement réflexifs. —
Un autre critdre intéressant de totale réflexivité, et redonnant ce
résultat sera donné avec le th. 11 du § 3, N.° 3. Il n’est pas cer-

tain que le produit de deux espaces (F) totalement réflexifs soit
-totalement réflexif.

4. Sur Vinsuffisance des suites convergentes dans un dual
d’espace (F)

L’utilisation du théoréme de Hahn-Banach permet, dans de nom-
breuses questions d’Analyse, d’affirmer gu’un certain élément 2’
du dual E’ d’un espace vectoriel localement convexe E est faiblement
adhérent & un sous-espace vectoriel donné V de E’, sans qu’il soit
avéré par 13 qu’il existe une partie bornée de V A laquelle ' soit
faiblement adhérente, ni & fortiori que ' soit limite faible d’une
suite extraite de V, (ce qui revient d’ailleurs au méme si E est
tonnelé et séparable). En fait, méme si E est un espace de
Banach aussi simple que Vespace ¢, des suites qui tendent vers
zéro, Banach a montré ([1],) qu’il existe dans son dual des sous-
espaces vectoriels V dont V’adhérence faible n’est pas identique &
Yensemble des limites faibles des suites extraites de V. On peut
seulement dire que tout point fortement adhérent & V est limite
forte (et & fortiori limite faible) d’une suite extraite de V, pourvu
qu’on suppose p. ex. E normable (donc son dual fort métrisable);
en particulier, si E est un espace de Banach réflezif, comme alors
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Padhérence faible d’un sous-espace vectoriel V de E’ est identique
4 son adhérence forte, tout élément de ’adhérence faible de V est
méme limite forte (et & fortiori faible) d’une suite extraite de V.
Mais nous allons voir que rien de cela ne subsiste dés que E est un
espace (F) non normable, de fagon précise, on a la

Proposition 11. Seit E un espace (F) qui n'est ni normable,
nt tsomorphe & un produit topologique d'une suite de droites
ni isomorphe au produit de deux tels espaces. Alors il existe
dans le dual E' wun sous-espace vectoriel V. et un point a' forte-
ment adhérent @ V qui ne soit contenu dans adhérence faible d’au-
cune partie burnée de V. — a fortiors, qui ne soit limite faible d’aucune
sutte extraite de V. 8i (K;) est une suite fondamentale de parties
bornées de E’, et si M, désigne le sous-espace vectoriel engendré par
K;, on peul méme supposer que z' ne soil farblement adhérent & aucun
des ensembles V M\ M,.

L’hypothése signifie qu’on peut trouver dans E’ une suite fon-
damentale croissante (K;) (: = 0,1...) de parties bornées telles
que M; soit de codimension infinie dans M. pour tout z ®. On
peut évidemment supposer alors M, de dimension infinie.

On peut alors dans chaque M; (@ > 0) trouver une
suite (¢;®); »1 convergeant fortement vers 0, formée d’éléments
linéairement indépendants modulo M;;. En effet, pour ¢ donné,
on construit les ¢, par récurrence, de telle fagon que lon
ait ¢® ¢ (1) K;, et que @ n’appartienne pas & Iespace
vectoriel engendré par M,y ct e®, ... ¢ ®. Soit de méme
(6;) ;=0 une suite d'éléments linéairement indépendants dans
M,, tendant fortement vers 0. Posons pour ¢ =21 ¢ =e -+
+ € + ¢, et soit V Pespace vectoriel engendré par les ;G2 1),
W son adhérence forte. On a, pour tout ¢, e, + ¢; = lim. forte ¢;,
d’od ¢, -+ ¢; € W, puis e, = lim. forte (e, + ¢;), d’ou ¢, € W. Mals

{9) Cela est évidemment suffisant; c’est aussi nécessaire, autrement il existerait un K con-
vexe cerclé faiblement compact dans B’ tel que M = C.K soit de codimension dénombrable dans
E’; soit alors (¢'; ) une base d’un supplémentaire de M, u l'application x— (< z,¢'; > ) de E dans
RI, » une apphcatmn linéaire continue de & dans un espace de Banach F telle que ) goit un
isomorphisme vectoriel de F’ sur M, enfin w l'application E— R X F = P définic par u et v-
Alors fw est un isomorphisme vectoriel de P’ sur E’, donc w est un isomorphisme faible done
fort de E sur P, donc E est isomorphe & P, cgfd.
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montrons qu’on peut choisir les ¢;®, ¢; de telle fagon que ¢, ne soit
adhérent & aucun ensemble M, N V. Comme les a,® sont linéaire-
ment indépendants par construction, tout '’ € M, NV est de la
forme 2’ = Z;; ;@ ;) avec 7 < n. Supposons que Ion sache que,
si L, designe l'espace vectoriel faiblement fermé engendré par les
6% avec 7 < n, et N, lespace engendré par e, ey, ... e, il existe
une projection faiblement continue p, de E’ sur N, qui s’annule sur
L. Sialorsa’=2; < ,\;®a;® tendait faiblement vers e, il faudrait
que pnx’ tende faiblement vers e, dans Vespace de dimension finie
Nyu; or pn 2’ =2 < w\;@(e,+e¢;) est une combinaison linéaire des e,+¢;
(1 <7< n), et I'ensemble de ces combinaisons linéaires est un
sous-espace vectoriel de N, ne contenant pas e,, ce qui impliquerait
une contradiction.

Montrons done que 'on peut construire les e;, ¢;¢7 de telle fagon
que les projections p, existent en effet pour tout n. Pour ceci,
on commence par prendre e, > 0 arbitrairement dans M,, puis
on construit par récurrence simultanée les suites (e;, e1?,... ¢\...)
et les projecteurs faiblement continus p;, pour 1 =1,2, ..., de
telle fagon que & chaque échelon (de rang n) de la récurrence, on dit

1) ee€ (1)K, pour 1 <i< n;e,ey, ... e lin. indépendants,
2) ¢®e(f)Kipourl <i<nye® ...e® ... lin, indépen-
dants mod. M, _,

3) Pl =035 1<i<n; pole) =6 si0<i<n
4) L, N\ M, est de codimension infinie dans M,.

Pour cela, on commence par prendre ¢; € K, non proportionnel &
€, on prend une projection faiblement continue arbitraire p1 de E’
sur 'espace engendré par e, et e; et on construit par récurrence la
suite d’éléments ;W (j = 1,2, ...) Lnéairement tndepéndants mod.
M, et une suite de formes linéaires faiblement conlinues ¢, sur E’,
linéairement indépendantes sur M, de telle facon que I'on ait ¢(en’¥) =0
pour tout j et tout I, et p1 (M) = 0 pour tout j. Supposons en effet
ces deux suites construites jusqu’au rang k en satisfaisant & ces
eonditions, on commence alors par prendre une forme linéaire faible-
ment continue ¢4, égale & 0 sur 6™, ... eV, et 41 sur un point
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arbitrairement choisi appartenant 3 Uintersection de M, et des noy~

aux de ¢, ... @i, (intersection non nulle car M, est de dimension’
infinie), puis on prend e = ¢;® € M; tel que Von ait p; (e)=0,
¢ale) =0 pour @« =1, ... k + 1, e n'appartenant pas, de plus,

3 Pespace engendré par M,, e,,. . .ex™; un tel e existe manifeste-
ment, M, étant de codimension infinie dans M;, et il satisfait-
alors bien aux hypotheses de récurrsnce voulues. e, € et les suites
(e;M) et (¢;) étant ainsi construits, on vérifie immédiatement qué
les conditions 1), 3) et 4) sont vérifiées pour n = 1 (la condition 4)
résultant de ce que Iy M M, est contenu dans lintersection des
noyaux des formes faiblement continues ¢;). De plus, en multi-
pliant les ¢ par des scalaires convenables, on peut aussi satis-

faire & 2).
Supposons alors les suites p;, (e;, &, &®...) construites pour
i =1, ... n, conformément aux conditions 1) & 4), on voit alors

immédiatement qu'on peut continuer d’un rang par la méthode
précédente: on commence par prendre ¢, € 1/(n+1) K,, epanon dansl
Pespace engendré par L, N M, et N, (possible en vertu de 4)), it
existe alors une projection faiblement continue p,.; de E’ sur les-
pace Ny, engendré par €, ... @4, qui s’annule sur Ly, car L, N
M Ny = {0} (on a dé&ja en effet L, N N, = {0} & cause de lexis-
tence de p,). On construit ensuite par récurrence les deux suites
(e;®*D) et (@;)j=1 00z 0+ € (1)) Kuss, Purs (6;*0) =0, les g™ liné-
airement indépendants mod. M,; les ¢; étant des formes linéaires
faiblement continues sur E’, nulles sur L, et sur tous les @ (j=1)
et ayant des restrictions &4 M, linéairement indépendantes. La
possibilité de cette construction est assurée grice & 4) et au fait
que M, est de codimension infinie dans M.

Bien entendu, dans les deux premiers cas qu’exclut I'énoncé de la:
proposition 11, £ normable ou £ isomorphe & un produit topologique
de droites, tout point fortement adhérent 4 un sous-espace vecto-
riel V de E’ est en effet limite d’une suite fortement convergente
extraite de E’. Dans le deuxidme cas, cela résulte en effet du fait
que fout sous-espace vectoriel de E’ (somme dirccte topologique’
d’une suite de droites) est fermé ! C
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IIT — ESPACES QUASI-NORMABLES ET ESPACES DE SCHWARTZ
1. Généralités sur les espaces guasi-nocrmables

G. W. MackEY u introduit dans les espaces vectoriels localement
convexes un type renforcé de convergence ([13], voir aussi G.
Kétur [10]), nous dirons qu'une suite {z;) dans E converge
vers zéro “au sens de Mackey”’, §'il existe une partie bornée
A de E et une suite de nombres A; > 0 tendant vers 0 tels que 'on
ait x; € \; A pour tout 7; en d’autres termes, il doit exister un
suite de nombres \; > 0 tendant vers 0, telle que z;/\; reste borné.
Une telle suite tend manifestement vers 0 au sens usuel, mais la
réciproque est inexacte en général. Elle est vraie pourtant dans
des cas particuliers importants. Posons la _

DfrintrioNn 3. Soit E un espace localement convere. On dit
que E satisfait a la condition de convergence de Mackey, si toule suite
quz converge vers 0, converge vers 0 au sens de Mackey. On dit que
E satisfait o la condition de convergence de Mackey stricte, s pour
toute partie bornée A de E, il cxiste une partie bornée, convexe cerclée
el fermée B D A lelle que la topologie indwite par E sur A soit iden-
tique a la topologie induite par Uespace normé C.B engendré par
B, muni de la norme définie par la “boule” B.

La seconde de ces conditions entraine la premiére. Un sous—

espace vectoriel d’un espace qui satisfait & 'une des deux oondltlom
de convergence de Mackey y satisfait aussi. )

Si A et B sont deux parties convexes cerclées et bornées de E,
A CC.B, la topologie induite sur 4 par E est & priori moins
fine que la topologic induite par C.B muni de la norme définic’
par la “boule” B; pour qu'elle lui soit identique, il faut et il suffit
que pour tout A > 0, existe un voisinage V-de 0 dans E tel que
VNACABY N A, soit VN ACXNB, cela en vertu du fait,
bien connu, souvent commode, ct de vérification triviale ‘

LeMME 5. Une topologie localement convere T sur un espace
localement convexe E induit sur une partie convexe cerclée A de E une
topologie (resp. une structure uniforme) plus jine que celle induile
pour la topologie T de E, st el seulement st elle donne un filtre des
voistnages de 0 plus fin que T.

SUMMA BRASILIENSIS MATHEMATICAE, vol. 3, fasc. 6, 1954



106 ALEXANDRE GROTHENDIECK

Cela permet de voir facilement que fouf espace localement con-
vexe mélrisable B satisfait & lo condition de convergence de Mackey
stricte. Si en effet A est une partie bornée convexe cerclée de E,
(V,) une suite fondamentale de voisinages fermés de 0 dans E, on
aura A C MN; \; V; pour une suite de \; > 0 convenables. Soit

(4:) une suite de nombres > 0 tels que '{—’ — - o, posons B =
1
=N;w: V. Pour tout A > 0, soit n tel que 7 > n implique

% > -;T yie. Auy > Njalors €4, z€ V = N#% M\ V; implique
2E€EAB=NMu Vi, dod A NV CAB, ce qui démontre que B
satisfait aux conditions de la deuxidme partie de la définition 3.
— Le méme principe de démonstration permet de montrer que le
produit d’une suite finie ou dénombrable d'espaces satisfaisant &
Pune déterminée des deux conditions de convergence de Mackey, sa-
tisfait & la méme condition.

Si E est le dual fort d’un espace métrisable F, ou plus générale-
ment d’un espace quasi-tonnelé, alors E = F’ satisfait a la con-
dition de convergence de Mackey si et seulement si toute suite
dans F’' qui converge vers 0 fortement, converge vers zéro unifor-
mément sur un voisinage de zéro V dans F (car le polaire d’une
partie bornée de F’ fort sera un voisinage de 0 dans F). Et F’
fort satisfait & la condition de convergence de Mackey stricte, &i.
et seulement si pour toute partie équicontinue A de F’, existe un
voisinage V de 0 dans F tel que sur 4, la topologie forte soit iden-
tique & la topologie de la convergence uniforme sur V. — Nous
poserons donc la définition suivante, ‘“‘duale” de la définition 3
dans une certaine mesure:

DiriNiTiOoN 4. Un espace localement convexe E est dit quasi-.
normable, si pour toute partie équicontinue A de E’, existe un voisi-
nage V de 0 dans E tel que la topologie induite sur A par la topologie
Jorte de E' soit identique o la topologie de la convergence uniforme
sur V. (Si E est quasi-tonnelé, cela signifie donc que E’ fort sa-
tisfait 4 la condition de convergence de Mackey stricte).

Un espace (DF) quasi-tonnelé est donc quasi-normable, puisque
son dual fort est métrisable, et satisfait par suite & la condition
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de convergence de Mackey stricte. Les espaces (F) les plus usuels
sont quasi-normables (voir [12]) mais il existe des espaces (F) du
type (M) qui ne le sont pas, comme le montre un exemple de G.
Korae ([10], p. 326) (ce n’est autre que Vespace ‘“‘échelonné” E,
considéré au début du § 2, N.° 3; que cet espace ne peut étre quasi~
normable résultera d’ailleurs aussi du théordme 10 de ce §). On
vérifie trés facilement qu’un espace quotient d’un espace gquasi-nor-
mable est quasi-normable, que le produit d’une famille quelconque
despaces quasi-normables est quasi-normable, ainsi que la limite
inductive d’une suite d’espaces quasi-normables. Par contre, un sous-
espace d’un espace quasi-normable (par exemple d’un produit d’es-
paces de Banach) peut n’étre pas quasi-normable, puisqu’il existe
des espaces (F) non quasi-normables.

Par polarité, le fait que E soit quasi-normable, signifie aussi
que pour tout voisinage U de 0 dans E existe un voisinage V de 0
tel que pour tout A > 0, on puisse trouver un ensemble borné M
tel que NV CT (U, M). En effet, en se bornant & U, V et M
convexes, cerclés et fermés, et en désignant par A le polaire de U,
par B le polaire de V, et par W le polaire de M, la relation écrite

signifie aussi que —;\— BDOANW ce qui signifie (lemme 5) puisque

les W constituent un systéme fondamental de voisinages forts de
0 dans E’, que sur A (donné), la topologie induite par E’ fort est
identique & la topologie induite par Vespace normé C.B (muni
de la topologie définie par la boule B), i.e. la topologie de la con-
vergence uniforme sur V = Be. D’ailleurs, il est immédiat que
dans la condition obtenue, on peut remplacer la relation A ¥V C
C T (U, M) par A\V CT (U, M) (U étant ouvert) ou aussi par
ANV C U+M (puisque Vona (1/2) (U+M)c T (U, M) C U+M).
Divisant enfin la relation obtenue par A, on obtient le

Levse 6. Pour que E soit quasi-normable, il fout et il suffit
que pour tout voisinage U de Vorigine, existe un voisinage V de Vori-
gine tel que, pour tout o > 0, on puisse trouver un ensemble borné
M tel que

VCalU+M
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Si E est métrisable, et a par suite un systéme fondamental dé-
nombrable (V,) de voisinages de 0, la condition obtenue prend la
forme: pour tout entier n > 0 existe un entier m(n) tel que pour
tout entier k > 0, existe un borné M, ; dans E tel que Vpum C
C (k) V,+M,,. En appliquant pour la suite des M, le résultat
de Mackey suivant lequel il doit exister un ensemble borné fixe
"M qui les absorbe tous, on trouve la

ProrosiTioN 12. Pour que Uespace localement conveve métrisable
E soil quasi-normable, il faut et 1l suffit qu’il existe dans E une partie
bornée M ayant la propriété suivanie: Pour tout voisinage U de O dans
E en existe un autre V tel que pour tout a > 0, existe 3 > 0 avec

VCaU+BM

Comme autre conséquence du lemme 6, signalons la

Prorosrtion 13. Le bidual E” d’un espace quasi-normable est
quasi-normable.

En effet, un systétme fondamental de voisinages de 0 dans E”
étant formé des adhérences faibles U dans E'’ des voisinages U
de 0 dans E, il suffit de montrer que pour un tel U, existe un voi-
sinage V de 0 dans E tel que U'on ait, poura > 0, V Ca U + M;,
oll M, est une partie bornée convenable de E”, dépendant de a.
Mais E étant quasi-normable, il existe une partie bornée M dans
E tel que VCa U + M; comme V’adhérence faible M de M dans
E' est faiblement compacte, a U 4 M est faiblement fermé dans
E", d’ot résulte V C aU + M, on peut donc prendre M, =M.

Si E est quasi-normable, les parties équicontinues de son dual
fort sont évidemment métrisables. De méme, si H est un espace
satisfaisant 3 la condition de convergence de Mackey stricte, ses
parties bornées sont métrisables. Appliquant alors le théoréme 5,
on obtient la

ProrosiTion 14. Un espace localement convexe métrisable et
quasi-normable est distingué, et son bidual satisfait aux mémes con-
ditions (prop. 18). Un espace H du type (DF) satisfaisant ¢ la con-
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dition de convergence de Mackey stricle est quasi-tonnelé, et son dual
Jort est un espace (F) quasi-normable, donc distingué; donc le bidual

de H est un espace (DF) tonnelé satisfaisant & la condition de conver-
gence de Mackey stricte.

- REmarquEe 13. Si H est un espace (DF) dont les parties bor-
nées sont métrisables (et par suite quasi-tonnelé) on voit facilement,
en transformant cette condition deux fois par polarité, que le bidual
H" de H jouit de la méme propriété, et est par suite tonnelé. Il
en résulte aussi que si E est un espace (F) dans le dual fort duquel
les parties bornées sont métrisables (ce qui implique donc que E
est distingué) alors E'’ satisfait & la méme propriété. Done, moy-
ennant une condition de métrisabilité sur les parties bornées de
H (resp. de E’ fort) moins forte que celle de la proposition 14, et
qui semble toujours vérifiée en pratique, la question de la remar-
que 11 du § 1 se résoud par Vaffirmative.

La proposition qui suit permettrait souvent de déduire la con-
dition de convergence de Mackey stricte de la condition de con-
vergence pour les suites:

ProrosiTioN 15. Soit E un espace localement convexe ayant une
suite fondamentale de parties bornées, et qui satisfait & la condition
de convergence de Mackey (définition 3). St ® est un filtre a base
dénombrable dans E qui converge vers x € E, alors il existe une partie
bornée convexe cerclée A C E telle que A € ® (i.e. le fitlre P est borné)
et que la trace de ® sur Uespace C.A converge vers x au sens de la
topologie normé sur C.A définie par la boule A.

On est immédiatement ramené au cas o z = 0. Soit (4a) une
suite fondamentale de parties bornées convexes cerclées et fermées
de E, et soit, pour tout a, ®q le filtre dont une base est formée des
ensembles Az (A > 0). Il faut montrer que ® est plus fin que
T'un des ®q, ce qui résultera du

LemMe 7. Soit @ un filire & base dénombrable sur un ensemble
E, (Do) une suite dénombrable de filtres sur E, supposons que toule
suite dans E qui converge suivant ® converge suivant au noins
un des ®o. Alors O est plus fin qu'un au moins des Po.
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§’il n’en était pas ainsi, on pourrait en effet pour tout e trouver
un V C E, appartenant & P et non 3 ®, donc (® étant 3 base
Pénombrable) une suite z(® = (2;() qui converge suivant P et
non suivant $,. Montrons qu’on peut alors construire une suite
unique (y:;) qui converge suivant ®, et telle que pour tout «, on
puisse en extraire une suite qui coincide avec la suite z@) = (g; (@)
dont on aurait seulement supprimé un nombre fini de termes;
Alors (y:) convergerait suivant ®, mais ne convergerait pas suivant
aucun des ®,, ce qui serait contré,diqtoire. — Reste donc & cons-
truire, étant donnée une suite de suites z@)= (2;(®) qui convergent
suivant @, une suite unique (y:) telle que ci-dessus. Soit en effet
(V) une base de ®, pour tout entier m > 0, soit n, le plus petit
entier tel que, pour chacune des suites z®W, @, ... 2™ tous les
termes & partir du rang n,-+1 soient € V,. Posons ny = 0, on
a n<m<.... Soit alors X,, la suite finie — éventuellement

. . n. n,
vide—obtenue en juxtaposant les sultes[x“)]nm . [x(’”)] -
: m—1 Tm-t

. @ @)

oll [:v“)] désigne la suite finie z b % Tous les éléments
1s3 [24

de X, sont € V1, donc la suite ¥ obtenue en mettant bout a bout
les X,, converge suivant @. De plus, il est immédiat que pour
tout «, on peut extraire de ¥ une suite identique & 2@ dont on
aurait seulement supprimé un nombre fini de termes.

CoroLLAIRE 1 DE 1A PrOP 15. E éfant comme ci-dessus, soit M
une partie convexe cerclée de E métrisable pour la topologie induile.
Alors il existe une partie bornée convexe cerclée fermée A de E telle
que M C C.A, latopologie de M étant identique & la topologie normée
induite par la topologie normée sur C.A définie par la “boule” A.

En effet, pour que A soit ainsi, il suffit que le filtre qui a pour
base les (A A4) N M soit moins fin que le filtre des voisinages
de 0 sur M (lemme 5).

CoroLLAIRE 2. Sott E un espace localement convexe ayant un
systéme fondamental dénombrable de parties bornées. Pour que E
satisfasse & la condition de convergence de Mackey stricte, il faut el

SUMMA BRASILIENSIS MATHEMATICAE, vol. 3, fasc. 6, 1954



sur LEs EsPACES (F) er (DF) ) 111

il -suffit qu'il satisfasse o la condition de convergence de M acke j, et
gue ses parties bornées soient métrisables.

La nécessité est évidente, la suffisance est un cas particulier du
corollaire 1. — J'ignore si un espace E ayant un systéme fonda-
mental dénombrable de parties bornées, peut satisfaire & la con-

dition de convergence de Mackey sans- qatlsfalre -aussi 4 la eon-
dition stricte. .

2. Relévement d’une suite' convergente de formes lxnean'es
SUr un--sous-espace

" Le fait qu un espace “soit quas1-normab1e est surtout utile pour

lapphcatlon sulvante (1elévement des sultes de formes lméalres
eonvergentes) '

PROPOSOTION 16.  Soit E un espace localement convexe, F un.sous-
cspace vectoriel, (x;"). une . suite-équicontinue de formes linéaires sur
F, convergeant fortement vers zéro.  Alors, si F - est quq(sz‘-ﬁormab__lq,
on peut prolonger chaque forme x;' en une forme linéaire i’ sur E.de
telle fagon que la suite des .z, soit équicontinue et converge . vers zéro
ortement dans E'. De plus, on peut méme supposer que la suite. des
7 tend vers 2éro umjormement sur un voisinage de 0 dans F.”

. En effet, F 6tant quas1—normable il existe un vorsmage de 0 dans
F tel que la suite z; converge vers zéro uniformément sur.ce voi-
sinage. Si V N F est ce voisinage (V étant un voisinage convexe
cerclé fermé de O dans E) il existe donc une suite de nombres A;>0
tendant vers 0 tels que Pon ait | < a, z'>|< A; pour tout z € VNF.
En vertu du théoréme de Hahn-Banach, on peut alors prolonger
;' en une forme z;/ sur E telle que|<Z, 2/ >|< i pour tout.x € V,
ce qui démontre la proposition.'

CoROLLAIRE. Supposons que la topologie d'un espace localement
convexe F ait été définie comme la moins fine de celles qui rendent con-
tinues les applications fo d'une Famille (fo)aea d’applications
linéaires de F dans des espaces localement convexes Eq. Soit (2's)
une sutte équicontinue de formes linéaires sur F, convergeant fortement
vers zéro.. Alors, si F est quasi-normable, il existe une partie finie
J de Uensemble d'indices A, et pour tout o € J, une suite équicon-
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tinue (/) (i =1,2,...) de formes linéaires sur Eo convergeant
vers zéro uniformement sur un voisinage de 0, de telle fagon que Uon
ait z' = Z 2’ o fo pour tout i et o € J.

Il suffit d’identifier de la fagon usuelle F & un sous-espace vec-
toriel topologique de E=IIE,, @ € A, et d’appliquer la prop. 16.—
C’est sous cette forme qu’est démontrée dans [12] la proprieté de
quasi-normabilité pour les espaces (E), (S), (Dip).

ReMARQUE 14. On aurait aussi pu énoncer la proposition 16
pour un filtre équicontinu de formes linéaires sur F, convergeant
vers zéro pour la topologie forte: ce filtre est alors image canoni-
que d’un filtre équicontinu de formes linéaires sur E, convergeant
fortement vers zéro (et méme uniformément sur un voisinage con-
venable de 0 dans E). Mise sous cette forme, la proposition 16
admet d’ailleurs une réciproque: si, quel que soit I'espace locale-
ment convexe E odt on “plonge” F (ou seulement pour un tel es-
pace E, pourvu qu'’il soit quasi-normable — par exemple un espace
produit d’espaces de Banach) — P’énoncé précédent est valable,
alors F est quasi-normable. — La démonstration en est évidente.

ReMArQUE 15. Dans Vordre d’idées de la proposition 16, sig-
nalons que M. G. KSTHE a démontré dans [10], page 335 un résultat
remarquable (qu’il n’enoncé que pour ses espaces ‘‘échelonnés’)
et ayant trait au relévement des suites fasblement convergentes de
formes linéaires sur un sous-espace. Sous sa forme générale, ce
résultat s’énonce ainsi: Soit E un espace localement convere sépa-
rable, F un sous-espace vectoriel de E, (z;") une suite équicontinue de
formes Unéaires sur F, convergeant faiblement vers zéro. Alors on
peut pour toul i choisir un prolongement z'; de x;’ & tout E, de telle
facon que la suite (2;") soit encore ume suite équicontinue faiblement
convergente de E'. — L’hypothése que E soit séparable est d’ailleurs
essentielle, méme si E est un espace de Banach. Si par exemple
E cst Pespace I des suites bornées, muni de sa topologie usuelle,
F le sous-espace ¢y des suites qui tendent vers zéro, (z.) la suite
des formes coordonnées sur co, il est bien connu qu'il n’existe pas
de suites de formes linéaires continues z;’ sur [® prolongeant les
2/, et tendant faiblement vers zéro,
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Remarque 16. La forme “duale” du probleéme du relévement
d’une suite de formes linéaires sur un sous-espace vectoriel F de
E, convergeant vers zéro pour quelque topologie usuelle, est la
suivante: On consideére dans un espace quotient H/L d’un espace
localement convexe H, une suite (x;) qui converge vers zéro; est-elle
image canonique d’une suite de H qui converge vers zéro? Il est
bien connu qu’il en est ainsi lorsque H est métrisable (voir [1]).
La proposition 16, et le théoréme moins évident de G. K6THE rap-
pelé plus haut, permettent de donner d’autres conditions pour que
la réponse soit affirmative (par exemple donc, si H est le dual faible
d’un espace localement convexe séparable, et la suite envisagée con-~
tenue dans I'image canonique d’une partie faiblement compacte
convexe cercliée de H). Mais bien entendu, le relevement en ques-
tion n’est pas possible en général. Ainsi, il existe des espaces quo-
tients de 'espace de Banach I' des suites sommables, et une suite
faiblement convergente vers zéro dans le quotient, qui n’est image
canonique d’aucune suite faiblement convergente de I', comme
cela résulte de la conjonction des trois remarques suivantes: a) dans
', toute suite faiblement convergente est fortement convergente;
b) tout espace de Banach séparable est isomorphe 3 un espace
quotient de I* (voir note (*)); ¢) il existe des espaces de Banach
séparables admettant des suites faiblement convergentes et non
fortement convergentes.

3. Quasi-normabilité et faible compacité

Nous aurons besoin d’un lemme.

Lemme 8. Soit E un espace localement convexe séparé, A une
partie bornée, convexe ef fermée de E. Pour que A soit faiblement
compact, il faul et il suffit que toute famille filtrante décroissante de
parties convexes fermées non vides de A ait une inlersection non vide.

La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer qu’elle
est suffisante, comme A est déja borné, c’est & dire faiblement pré-
compact, il suffit de montrer que A est complet pour la topologie
faible, donc que tout filtre de cauchy ® sur A ait un point d’adhé-
rence dans A. Or, soit ¥ la base de filtre formée des enveloppes con-
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vexes fermées des B € @; il résulte aussitét de I’hypothése sur 4
que ¥ admet un point d’adhérence x dans A qui est un point li-
mite car ¥ est encore um filtre de Cauchy 4 for tlom T sera
hmlte de & (plus fin que V).

THEOREME 11. Soit E un espace localement convexe quasi-nor-
mable, A une partie éguicontinue convexe cerclée de E', compacte pour
cr(E" E"). Alors il existe une partie équicontinue convere cerclée
faiblement fermée B D A de E' telle que A soit une partie faiblement
compacte de l’espace de Banach C B (muni de la topologze dejmw
par R “boule’ B) o
', Som en effet B O 4 une paltle équicontinue convexe cerclee
falblement fermée de E’ telle que la topologle induite sur A _par la
topologle foxte, ou par C B, soit la méme. Alors les partles con-
vexes fermées de A sont les mémes pour ces deux topolomes L’ap—
phcatlon du lemme 8§ montre alors immédiatement que A esf une
partle falblement compacte de C.B.. ‘

. COROLLAIRE 1 Sozt U une a'pplzcatwn linéaire continue d’un es-
pace localement convexe quaso-normable E dans un espace de Banach
F, tr(msjormant les parties bornees en parties faiblement relativement
compactesﬂde‘F. Alors u est une application faiblement compacte, 1.¢.
il,,lfaa:i.s,te un voisinage de Uorigine V dans E transtormé en une partie
Jaiblement relativement compacte de F. :

En effet, dire que u transforme les parties bornées en parties
faiblement relativemert compactes signifie que son transposé trans-
forme la boule unité de F’ en une partie A de F’ compacte pour
g (B, E") (voir lemme 1 du travail cité dans la note (*!)). Soit
alors B comme dans I"énoncé du th. 11, soit V le polaire de B dans
E. u définit une application linéaire continue , de Pespace normé
Ey défini par le voisinage convexe cerclé V de l'origine, il suffit
évidemment de prouver que u est une application faiblement com-
pacte. Or le dual de Ey s’identifie manifestement a C.B, et li-
mage de la boule unité de F’ par le transposé de u n’est autre que
A. Mais alors le lemme envisagé plus haut prouve bien que u
est une- application faiblement compacte. — Cas partlcuher du
corollaire 1:
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CoroLLAIRE 2. Toute application Uinéaire continue d'un espace

quasi-normable réflexif dans un espace de Banach est faiblement com-
pacte.

_ Notons que pour un espace réflexif non quasi-normable, méme
g'll est du type (F) et du type (M), ce corollaire n’est plus valable,

puisque un tel espace peut admettre un espace quotient normable
et non réflexif (§ 2, N.° 3).

CoroLrAIRE 3. Un espace (F), quasi-normable véflexif est tota-
lement réflexif (§ 2, définition 2).
En effet, cela résulte du th, 11 et du

LemMe 9. Soit E un espace localement convexe. Les trois con-
ditions suivantes sont équivalentes:

a. Toute application linéaire continue de E dans un espace de
Banach quelconque F est faiblement compacte.

b. Powr tout voisinage convezxe cerclé V de Uorigine dans E, existe
un voisinage convexe cerclé U C V de Uorigine tel que Papplication
canonique de Uespace de Banach Ey associé au voisinage U, dans
Uespace de Banach Ey associé ¢ V, soit faiblement compacte.

c¢. Pour toute partie équicontinue convexe cerclée, faiblement
fermée A de E’, existe une partie équicontinue convexe cerclé furblement
fermée B de E’ telle que A soit partie faiblement compacte de Uespace
de Banach C.B. défini par B.

St E jouit de ces propriétés, il en est de méme de tout espace quo-
tient et de toul sous-espace vectoriel de E. Si E est de plus complet,
E est réflexif. — En particulier, tout espace quotient E[F de E, §'il
est séparé et complet, est réflexif.

DeMonsTrATION. L’équivalence des conditions a. et ¢. est in-
cluse dans la démonstration du corollaire 1, et Péquivalence des
conditions a. et b. est immédiate. Il est trivial aussi que la con-
dition b. se conserve par passage A un espace quotient ou 4 un sous-
espace vectoriel. Reste &4 montrer que si E est complet, E est
réflexif, i.e. que ’application identique u de E sur lui-méme trans-
forme les parties bornées en parties faiblement relativement com-
pactes. En effet, I’aprés le lemme 1 (déja utilisé) du travail cité

SUMMA. BRASILIENSIS MATHEMATICAE, vol. 3, fasc. 6, 1954



116 ALEXANDRE GROTHENDIECK

dans la note ('), il revient au méme de dire que le transposé ‘u
transforme les parties équicontinues en parties relativement com-
pactes pour g(E’, E"), ce qui est une conséquence de la condition
¢. (On pourrait aussi noter que E est isomorphe & un sous-espace
vectoriel fermé d’un produit vectoriel-topologique d’une famille
d’espaces de Banach, et appliquer la condition a.).

Remarquons que tout produit vectoriel-topologique d’une fa-
mille quelconque d’espaces ayant la propriété envisagée dansle
lemme 9 a la méme propriété. On retrouve ainsi le corollaire de
1a prop. 10 (§ 2). :

4. Espaces de Schwartz

-~ ProrosiTioN 17. Soit E un espace localement convexe. Les con-
ditions sutvantes sont équivalentes:

1) E est quasi-normable, et ses parties bornées sont précompactes.

2)  Pour tout voisinage U convere cerclé et fermé de Uorigine dans
E, il existe un voisinage V de Uorigine qui est précompact pour la
topologie Ty définie par le voisinage U et ses homothétiques.

8i E est un espace du type (F) elles sont équivalentes @

3) E est un espace (M) séparable, et toute suite dans E' qui con-
verge fortement, converge uniformément sur un voisinage de Uorigine
dans E (i.e. E’ fort satisfait & la condition de convergence de
Mackey).

DEMONSTRATION. — 1) implique 2). En effet, soit U un voisi-
nage convexe cerclé et fermé de zéro dans E. E étant quasi-nor-
mable, il existe (Lemme 6) un voisinage ¥ de 0 tel que pour tout
a > 0, existe un borné M C E tel que VCa U + M. Or, tout
borné étant précompact par hypothése, on peut trouver un nombre
fini de points 2 € E tels que M C Ui (@i + a U), dod V C
Uiw: + 2 U). o étant arbitraire, cela exprime précisément que
V est précompact pour la topologie Ty.

2) implique 1), car E sera quasi-normable (les conditions du
lemme 6 se vérifient en effet immédiatement), et toute partie bornée
M de E est précompacte; en effet ce dernier point signifie aussi
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que M est précompact pour toute topologie telle que Ty, mais si
V est un voisinage de 0 précompact pour Ty, comme on aura M C
T XN V, M sera aussi précompact pour Ty.

Si E est un espace (F), 1) entraine 3). 1l suffit de vérifier que
E est séparable, c’est 4 dire, puisque E est métrisable, que E est
séparable pour toute topologie Ty, ce qui résulte aussitdt du fait
qu’il existe un voisinage ¥V de 0 précompact pour Ty, et & fortiori
séparable pour T (T étant définie par une seule semi-norme).

Enfin, si E est un espace (F), 3) implique 1); en effet, cela revient
4 montrer que E’ fort satisfait & la condition de convergence de
Mackey stricte. Mais E étant un espace (M), la topologie forte
sur une partie bornée de E’ est identique & la topologie faible, et
E étant séparable, cette dernidre est métrisable. Il suffit alors
d’appliquer le corollaire 2 de la proposition 15.

J’ignore si dans la condition 3) le fait que E soit séparable peut
étre omis; il ne semble pas qu’on connaisse un espace (M) du type
(F) qui ne soit séparable. '

DeriniTiON 5. On appelle espace de Scawanrtz (en abrégé, es-
pace du type (S)) tout espace localement convexe qui salisfait a la
condition qui suit: Pour tout voisinage comvexe cerclé et fermé U de
0 dans E, il existe un voisinage V de O qui est précompact pour la
topologie Ty définie par U el ses homothéliques. (C'est & dire la
deuxieme des conditions équivalentes envisagées dans la propo-
sition 17).

La propriété envisagée ici a été mise en évidence par L.
ScawarTz dans des espaces comme les espaces (E), (S) (voir [12],
tomes 1 et 2) sous forme de la condition de convergence de Mackey
dans le dual. On notera que la démonstration de cette propriété,
4 partir de la définition adoptée ici, est beaucoup plus facile. Sig-
nalons comme autres exemples 'espace des fonctions holomorphes
sur une variété analytique complexe donnée, muni de la topologie
de la convergence compacte, qui est aussi du type (8), comme sous-
espace vectoriel topologique de 'espace (E)desfonctionsindéfiniment
différentiables muni de sa topologie usuelle (voir prop. 18). La
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notion d’espace (S) semble surtout intéressante pour les espaces:
du type (F) (voir th. 11), mais signalons aussi les espaces suivants
du type (S). Tout espace muni d’une topologie faible est un es-
pace (8); le dual fort d’un espace (M) métrisable est un espace (S)
(car nous avons déja dit que le dual fort d’un espace (F) est quasi-
normable, de plus ici, ses parties bornées sont relativement com-
pactes). — Si F est un espace (M) métrisable, nous avons vu qu'i}
peut n’étre pas quasi-normable, de sorte que parmi les espaces du
type (F), les espaces (S) forment une classe effectivement plus res-
treinte que les espaces (M).

La classe des espaces du type (S) a, relativement aux opérations
usuelles, une stabilité remarquable, exceptionnelle parmi la plupart
des classes importantes d’espaces vectoriels:

Prorosirion 18. Un espace quotient ou un sous-espace vectoriel
topologique d’un espace du type (S) est du type (S). Le produit d’une
Jamille quelconque d’espaces du type (S) est du type (S). Une limite
inductive d'une suite d’espaces du type (S) est du type (S).

La vérification est immédiate pour sous-espace, quotient, pro-
duit, il suffit d’appliquer la définition. Pour une limite inductive
stricte d’une suite d’espaces du type (S), on se sert de la condition
1) de la proposition 17: la condition que toute partie bornée soit
précompacte est évidemment vérifie, et d’autre part nous avons
déja dit qu’une limite inductive d’une suite d’cspaces quasi-nor-
mables est quasi-normable. Le cas d’un espace £ limite inductive
générale d’une suite d’espaces du type (S) (voir définition aprds
e théoréme 9) se rameéne au précédent, car E sera espace quotient
d’une. gomme directe d’une suite d’espaces du type (S) (voir dé-
monstration du théoréme 9).

La proposition 18 montre en particulier qu'un sous-espace d’un
espace E du type (S) est quasi-normable, alors qu’on sait qu’un
sous-espace d’un espace quasi-normable peut n’étre pas quasi-
normable. De méme, le quotient d’un espace (F) du type (S}
est réflexif et méme du type (M), alors qu’on sait qu’un quotient
d'un espace du type (F) et (M) peut ne pas étre méme réflexif.
On a méme ici le
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TriorEME 12. Soit E un espace (S) métrisable et complet, F un
sous-espace vectoriel jermé. Alors F et E[F sont des espaces (S),
et leurs duals forts s'identifient respectivement o E'[F° et o F°, ces
-espaces étant munis respectivement de la topologie quolient et la topo-
togie induite de E’ fort. Toule partie bornée de E[F est contenue
dans Uimage canonique d'une partie compacte de E.

Que E et E[F soient du type (S) a été dit dans la proposition
18. L’identification de F’ fort avec E’[F° est bien connu dds que
E est réflexif (voir [3]). Pour démontrer 'identité des deux topo-
logies fortes sur F°, il suffit de démontrer la dernidre assertion du
théoreme. Or, E/F étant un espace du type (S) complet, toute
partie bornée de E/F est relativement compacte, or il est bien connu
que toute partie compacte dans un espace quotient d’un espace
E du type (F) est contenue dans I'image canonique d’une partie
compacte de E (le fait est vral, et se démontre de fagon “straight-
forward”, indépendamment de toute structure vectorielle chaque
fois que 'on a un espace quotient d’un espace métrisable par une
relation d’équivalence ouverte).

Mais on fera attention que des que Vespace E du type (S) n’est
plus métrisable, mais par exemple un espace (LF) du type (S) (i.e.
‘une limite inductive stricte d’une suite d’espaces (S) métrisables
complets) il n’est plus vrai en général que sur F°, les deux topologies
fortes coincident. On a vu en effet & la fin du N° 2 du § 2, que
dans toute somme directe E d’un produit direct d’espaces tous
identiques & un méme espace de suites x (qu’on peut choisir du type
(S)), existe un sous-espace F pour lequel la propriété envisagée
est en défaut, — pourvu que x ne soit pas isomorphe & un produit
topologique de droites.

QuEsTIONS NOoN RfsoLuEs

Voici un rappel des questions non résolues rencontrées au cours
du texte:

1) Une partie bornée du complété £ d’un espace localement
convexe métrisable E est-celle contenue dans Iadhérence dans E
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d’une partie bornée de E? (On le sait si E est séparable — th. I,
cor. 5 —).

2) La topologie forte du dual d’un espace E du type (F) est
elle identique & 7 (E’, E”)? Si les formes linéaires sur E' bornées
sur les parties bornées sont fortement continues, E’ fort est-il ton-
nelé, i.e. E distingué?

'3) Le théortme 6 et le théordme 7 (qui en est conséquence)
sont-ils valables pour tout espace H du type (DF) (pas forcément
un dual fort d’espace (F) )? En particulier, si H est quasi-tonnel§,
H est-il bornologique ?

Rappelons qu’on ne connait pas d’exemple d’espace quasi-ton-
nelé H non bornologique, ni méme de forme linéaire sur un espace
localement convexe H, qui soit bornée sur les parties bornées, et
qui ne soit faiblement adhérente, dans le dual algsbrique de E, 3
une partie fortement bornée de H’.

4) Si E est un espace (F) distingué, les parties bornées de E’
fort sont-elles métrisables? Plus généralement, la réciproque du
théoréme 5 est-elle valable? '

5) Le dual fort d’un espace H quasi-tonnelé du type (DF) est-il
distingué, i. e. le bidual tonnelé? En est il ainsi si H est déja
le dual fort d’un espace E du type (F), i. e. le bidual d’un espace
(F) distingué est-il distingué? — La réponse serait affirmative si
celle de 4) 1’était (voir remarques 11 et 13).

6) Soit E un espace localement convexe, F un sous-espace
* vectoriel fermé. Les deux topologies fortes sur E’/F° donnent-
elles les mémes parties bornées? (Voir remarque 10 aprés le théo-
réme 8). .

7) Soient E et F deux espaces (F),B (E, F) 'espace des formes
bilinéaires continues sur £ X F, muni de la topologie de la conver-
gence uniforme sur le produit de deux parties bornées variables
de E et F. B (E, F) est-il un espace du type (DF)? Plus générale-
ment, si E est du type (F), H du type (DF), l'espace L (E, H) des
applications linéaires continues de E dans H est-il du type (DF)
pour la topologie de la convergence bornée? Il serait déji inté-
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ressant de le savoir si E ou H est normable. (Voir fin du N.° 4
du § 1).

8) Le bidual d’une limite inductive stricte E d’une suite d’es-
paces localement convexes E, s’identifie-t-il & la limite inductive
des biduals? Est-ce vrai si les E, sont des espaces (F), ou des
espaces (F) distingués? (J'avais annoneé oralement ce dernier
résultat, mais ne retrouvant pas la démonstration, il y avait peut-
&tre erreur). E'' est-il complet? (C’est vral si les E, sont des
espaces (F) distingués, puisqu’alors E’ fort est bornologique —
théoréme 10).

9) Le produit de deux espaces totalement réflexifs (définition
2, N° 3 du § 2) du type (F), est-il totalement réflexif ?

10) Un espace (M) métrisable est-il séparable?

De toutes ces questions, la question 7 me semble la plus impor-
tante.

Signalons encore que pour un bon nombre des propriétés des
espaces du type (DF) vues dans ce travail (savoir I'essentiel du §
1 N.° 4), des hypothéses moins strictes que celle qui interviennent
dans la définition des espaces (DF) seraient suffisantes notamment
la suivante: H admet un systéme fondamental dénombrable de parties
bornées, et toute suite fortement convergente de son dual est équicon-
tinue. La classe d’espaces ainsi définie a en outre l'intérét d’étre
stable par passage & un sous-espace vectoriel fermé aussi bien que
par passage 4 un espace quotient.

NOTE AJOUTEE PENDANT LA CORRECTION DES EPREUVES. — L.
Nachbin a construit un espace tonnelé complet non bornologique,
et J. Dieudonné m’a communiqué la démonstration d'une réponse
affirmative & la question 10). Il ne semkble pas qu'il y aiteu d’au-
tres progrés dans la solution des questions ci-dessus.
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